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Argument

Aceasta a treia carte de ,Matematicd pentru performanta”, cea pentru clasa
a VlI-a, vine sa completeze seria cartilor de invatatura cu acest titlu si acest
tip de continut editate deja pentru clasele a V-a si a VI-a.

In aceastd noua carte, Impreund cu cei interesati, vom continua inaintarea
pe drumul cunoasterii matematicii de concurs astfel ca:

o noua clasd de numere, numerele irationale, ,isi reclama” prezenta;
se accentueaza diversitatea scrierii numerelor;

se stabilesc legdturi subtile Intre proprietati numerice si proprietati geo-
metrice;

noi tehnici sunt relevate si abordate in rezolvarea problemelor;

am Incurajat tendinta naturald a rezolvitorilor de elita de a trage con-
cluzii de la particular la general;

se accentueaza latura criticd a rezolvarii problemelor.

Ce am facut?

Am respectat programa de concurs pentru matematica de clasa a VII-a.
Am considerat aceasta lucrare atat o continuare, cat si o evolutie a cali-
tatii dialogului cu un cititor din ce in ce mai avizat.

Am considerat mai actuala ca oricand pilda parintelui Gazetei Matema-
tice, Ion Ionescu-Bizet: ,Vointa, initiativa, perseverenta si rabdarea sunt
elemente care genereaza succesul in matematicd.” $i am urmat-o!

Am pregatit si prezentat o noud strategie, a 17-a, acum accesibila dato-
rita cunostintelor dobandite in clasa a VII-a:

Utilizeaza coordonate

Alarmati de frecventa in crestere a enunturilor si/sau a solutiilor gresite
la problemele propuse pentru concursuri, mai mult sau mai putin nati-
onale, am initiat o vandtoare de greseli, sub titlul ,,Unde este greseala?”
Am pastrat o diversitate substantiala a problemelor alese si prezentate
in lucrare.

Ca o exigenta didacticd, cea de-a doua culoare continua sa fie prezenta
in demonstratii.

Am continuat imbogdtirea portofoliului cu noi tehnici necesare, utile si
accesibile unui performer in concursurile de matematica.



— Am continuat sa tratdm matematica ca o componenta esentiala a culturii,
prezentarile sub precizarea , Picdtura de istorie” fiind si acestea dovezi.

— In rezolvarea celor mai multe probleme am utilizat demonstratia ca
,metoda de convingere”.

— Am pusin evidenta acele solutii care se disting prin eleganta lor. Solutiile
acestor probleme au fost insotite si de o apreciere esteticd prin stampila
aplicata.

— Am considerat utila o lista cu identitdtile utilizate pe parcursul acestei
lucrari.

— Am incercat sd conectam interesul rezolvitorilor performanti pentru
realizdrile inaintasilor, provocand uneori elevii sd-i imite.

— Am prezentat cateva sfaturi practice de la cei care au avut succes.

Ce nuam facut?

— Nu ne-am ldsat sufocati de , buruienile” care au ndpadit matematica
gimnaziului in ultimii ani.

— Nu am uitat ca ,A gandi matematica nu inseamna a gandi doar cu nu-
mere sau cantitdti, ci a gandi riguros si a sti ce intrebi atunci cand pui
sau nu pui o intrebare”(Grigore Moisil).

— Nu am coborat standardele redactarii si ale tehnoredactarii pe motivul
jenant: ,Acum elevii sunt mari, inteleg ei ce am vrut sa spunem.”

Autorii trdiesc cu speranta — sau numai cu iluzia — ca o parte dintre utili-
zatorii lucrarilor din seria pentru performanta au descoperit frumusetea
matematicii si placerea de a invata matematica de dragul ei. Caci matematica
facuta de dragul ei este cel mai puternic izvor de matematica.
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Ce aduce nou matematica de concurs
in clasa a Vll-a?

Noi obiecte matematice:

— identitatea, generalizarea, lema

ceviana, transversala

radicalul

coordonatele, modulul

Numeratie:

numerele cu radicali

numerele reprezentate prin litere

clase de numere

— evidentierea rolului virgulei in tratarea unitara a numerelor reale

Calcul:
reguli de calcul pentru numere cu radicali

utilizarea modulului

calcule cu numere reale divers reprezentate

— extinderea compararilor expresiilor matematice

Masurare:

— incomensurabilitatea unor lungimi

— calculul distantelor

— calculul ariilor

Geometrie:

— asemanarea triunghiurilor

- utilizarea ariilor, acoperiri

— pozitii particulare ale punctelor remarcabile

— pozitii particulare ale dreptelor

— patrulaterul

— patrulaterele particulare: pdtrat, dreptunghi, trapez, romb

— patrulaterul inscriptibil

— evidentierea relatiilor metrice pe figuri geometrice

Rezolvarea problemelor:

— onoua strategie, a 17-a, , Utilizeaza coordonate”, este prezentata

— portofoliul cu tehnici este substantial imbogatit, corespunzator mate-
maticii de concurs de clasa a VII-a

— utilizarea lemelor pe parcursul unor demonstratii

— generalizarea



Intr-un concurs de tinuta capata o importanta
determinanta

Redactarea solutiei

Comunicarea in scris, la matematica, are un anumit spe-
cific.

Una este sa explici oral solutia unei probleme — unde
comportamentul ascultatorului poate da indicii pretioase,
privind intelegerea comunicdrii —, alta este sa iti imaginezi
ce, cum, cat din comunicarea ta prin scris chiar ajunge la
cititor.

Iar la un concurs, chiar daca cititorii tai sunt profesori
de matematica, tu considera ca vrei sa explici solutia unor
colegi de-ai tdi buni sau mai putin buni la matematica.

Un aspect ingrijit in redactarea unei solutii creeaza in
cititor o stare favorabild intelegerii continutului prezentarii.

Redacteaza solutia astfel incat sa iei 10 la romana!

Utilizeaza logica in tot ceea ce scrii si desenezi.

Utilizeaza cu moderatie simbolurile matematice si da
explicatii pe parcursul solutiei, astfel incat s-o intelegi si
dupa 10 ani.

Da dovada ca ti-ai insusit toate notiunile utilizate.

O redactare impecabild va atrage atentia si aprecierea
corectorilor si a evaluatorilor, iti va aduce aproape sigur
puncte in plus la aprecierea rezolvarii.
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Cand o solutie este eleganta?

Fiecare stradanie de a rezolva o problema este o cdutare sovaitoare in care
rezolvitorul seamdna cu un detectiv intelectual care urmareste sa descopere
,faptasul”, interogand urme si pe sine insusi.

Specific matematicii, in rezolvarea unei probleme, doua tipuri de rationa-
ment nu pot fi separate: inductiv prin care apare mai intai o concluzie plauzi-
bild, justificatd apoi printr-un rationament deductiv (ce are la bazd implicatia
logica).

Juriul unui concurs va aprecia in plus o solutie pe care o va considera ele-
gantd.

Cum este o solutie eleganta?

Solutia care:

utilizeaza putine rezultate prealabile;

stabile@te un rezultat surprinzétor, neasteptat;

se bazeaza pe concepte originale;

face apel la 0 metoda care poate fi generalizata;
principiul mijloacelor si metodelor minime este prezent;
are mari sanse sa fie catalogata ca eleganta.

Pe parcursul acestei lucrari, solutiilor susceptibile de a fi apreciate ca ele-
gante li se va , pune stampila“:

Am considerat oportun sa punctdm in aceastd lucrare care sunt, cum sunt
tipurile de rezolvari apreciate de un juriu avizat.

12



Va oferim un model de redactare a unei solutii scrise.

PROBLEMA
Se dau numerele 51, 36, 3, 15, 9, 17, 63, 6, 53, 42, 33 si 72.
Gasiti-le pe cele care dau suma 100.

Solutie

Pornim de la urmatoarele observatii:

— numerele date sunt numere de la 3 1a 72;

=—aproape toate, mai putin 17 si 53 sunt numerele divizibile cu 3;

=-suma 100 nu e divizibila cu 3.

Utilizand cele trei observatii, deducem: cel putin unul dintre numerele
17 si 53 'sunt termeni ai sumei 100.

Maiobservam ca: 100=33-3+1; 17=5-3+2; 53=17-3 +2 ceea ce ne
conduce la concluzia cd ambele numere 17 si 53 fac parte din suma 100.
Intr-adevar 17+53=23-3 + 1.

Printre celelalte 10 numere trebuie cautate cateva cu suma 100 —53 — 17 = 30.

Firesc, excludem din lista numerele mai mari decat 30 si atunci raman
numerele 3, 6, 9 si 15.

Prin Incercari gasim cd 6 +9 + 15 = 30.

Asadar numerele cu suma 100 sunt 6, 9, 15, 17 si 53.

Verificare: 6 +9 + 15+ 17 + 53 = 100.

Nota: Am utilizat un exemplu de problema care se poate rezolva cu
cunostinte de clasa a V-a. Suntem convinsi ca acest model de
redactare intereseaza si pe elevii din clasele mai mici.

Problema urmadtoare are multiple si diverse solutii, care de care mai intere-
sante si am ales ca model solutia spectaculoasa a unui elev, solutie care indepli-
neste conditiile de a fi si eleganta.
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PROBLEMA

Se considera un triunghi ABC cu AB=AC si m(<BAC) =20°.

Fie M € (AB) si N € (AC), astfel incat m(xACM) =30° si m(<ABN)=20°.
Se cere m(<xAMN).

Solutie

20°

30°
BI

B C

Se construiesc inca doua triunghiuri ABC' si ACB' congruente cu ABC. Ele
au fost obtinute in urma , rdsturndrii” triunghiului ABC in jurul laturilor AB
respectiv AC.

Mai notdm cu P mijlocul laturii AB'.

Deoarece triunghiul ANB' este isoscel (m(<NAB') = m(<NB'A) = 20°) rezultd
cd NP L AB'.

Deoarece m(xB'AC) + m(<AC'M) = 90° rezulta ca C'M L AB’ si pentru ca
AC'=AB', C'M L AB' chiar in P, in mijlocul lui AB'.

Asadar, punctele C’, M, N si P apartin perpendicularei unice in P pe AB’,
deci sunt coliniare.

In triunghiul dreptunghic AMP cu m(<MAP) = 40° se calculeazi
m(xAMP) = 50°.

14



Generalizarea unui rezultat,
a unui enunt

In secolul al XIX-lea, Carl Jacobi, matematician german,
remarca:

»Man muss immer generalisieren.”

Omul trebuie tot timpul sa generalizeze, era convingerea
lui, si de-a lungul secolelor, prin atitudinea lor, multi mate-
maticieni au fost si sunt de acord ca nu poti face cuceriri
stiintifice decat prin generalizari.

Asa au fost descoperite formule, algoritmi, tehnici, leme,
teoreme, strategii.

Acum, dupa ani de acumulari, creativitatea unui com-
petitor este pe cale sa dea roade.

Specificul aptitudinilor matematice se reflectd in primul
rand in privinta capacitatii de a generaliza.

Dar subliniem: valabilitatea unei generalizari trebuie
sustinuta de o riguroasa si solidd demonstratie. Lui Andrew
Willes i-au trebuit doi ani si peste 1000 de pagini de demon-
stratie ca sd ajunga la probarea completd a remarcabilei
conjecturi a lui Fermat:

,X"+y"=z",nu poate fi valabild pentru x, y, z si n numere
intregi, iar n mai mare decat 2.”

In fapt o generalizare a observatiei cd pentru numere
intregi x° +1° = 2°.

Pe parcursul acestei lucrdri veti intalni atat situatii de pre-
zentare a unor generalizari facute de inaintasi, cat si situatii
in care veti fi provocat sa faceti generalizari.

Pentru ca, repetam, ,Nu putem face cuceriri stiintifice,
decat prin generalizare” (H. Poincaré).
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Sfaturi practice de la cei care au avut succes

In cele ce urmeaza va prezentim cateva proceduri care s-au dovedit opor-
tune in procesul de rezolvare.

1. Larezolvarea unei probleme in care apare o mediand este recomandabil
sd prelungim mediana cu un segment congruent cu ea. Se pot astfel exploata,
de cele mai multe ori cu succes proprietdtile paralelogramului astfel aparut.

2. Daca o expresie algebrica este sau poate deveni simetricd, atunci un
ajutor important poate fi presupunerea unei ordonadri printre elementele ce
alcatuiesc simetria. Aceasta presupunere nu modifica generalitatea problemei.

3. Daca se cere o relatie geometrica cu anumite rapoarte care nu apar pe
aceeasi dreaptd, este recomandabil ca acestea sa fie proiectate (chiar si oblic
uneori) pe o aceeasi dreapta.

4. Cand demonstratia indeamna la substitutii, se prefera gasirea de sub-
stitutii pentru numitori (daca acestia sunt prezenti).

5. Stabilirea tipului de relatie de ordonare (>, <, =) dintre doua expresii al-
gebrice poate fi amanata (cu obiectiv final economisirea timpului de lucru) prin
utilizarea unui semn (personal) incert intre expresiile din perechile de compa-
rat, echivalente reiesite din preludri algebrice, pana cand se releva o relatie si
semnul incert va fi Inlocuit, peste tot, cu cel cert, relevat de ultima relatie.

6. Cum veti remarca, in matematica de concurs inegalitatile capdta o im-
portanta din ce In ce mai mare.

Adeseori, in inegalitatile conditionate in care sunt ,prinse” trei numere x, y, z
conditionarea lor sugereaza ideea ca: existd incd un numar, sa-i zicem a, pentru
care doud dintre numerele x, y, z sunt situate pe axa de o parte a lui 4, celalalt
de cealaltd parte.

.. 1 )
Concret: Conditionarea x>+ y*+z*=1 ne-ar conduce la a=—=, condi-

tionarea x +y +z =23 ne-ar conducela a=1. V3

7. Cand nu gasim o cale de rezolvare, considerarea si analizarea unor cazuri
particulare ofera, deseori, indicii pretioase pentru alegerea strategiilor de
urmat.

8. La fel, executarea unui desen exact, conform ipotezei, poate sugera
adesea cai de rezolvare.

9. Daca indiciile sugereaza utilizarea congruentei numerelor intregi ale-
gerea modulo m cu care vom lucra depinde de abilitatea rezolvitorului. De cele
mai multe ori este un numar prim sau o putere a unui numar prim.
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Intotdeauna bine-venita
O recapitulare

Asa cum v-am obisnuit, va propunem un buchet de probleme, atent selec-
tionate, prin care sa va reamintiti, (re)utilizandu-le, notiuni, tehnici, principii
si strategii achizitionate pe parcursul claselor anterioare, toate folositoare si
in clasa a VII-a, si in clasele urmatoare.

In selectia problemelor propuse am tinut seama de intreaga problematici
a matematicii pentru performanta din clasa a VI-a.

1.

Un numar natural n impartit la k, respectiv k + 1, da acelasi rest r.
Demonstrati ca si restul impartirii lui n la k(k + 1) este r.

Determinati numerele naturale x, 4, b, unde x si x —1 sunt baze de
numeratie pentru care:

234+ 456, _, = 4ab,,.

(x=1)

Aflati a 2018-a zecimala a numarului 1 + 1, apoi calculati suma pri-
melor 2018 zecimale. 6 13

Cucifrele 1,2, 3, 4, 5, 6, 7 si 8 am scris doud numere, un pdtrat perfect
si un cub perfect ale aceluiasi numar. Fiecare cifra am folosit-o o sin-
gurd datd si numai intr-unul dintre numere.

Stiti care sunt numerele?

Numarul 217° (n € N*) are 28 de divizori, numarul 3n* are 24 de divizori.
Cati divizori are 61n°?

Aratati cd numerele x, y, z sunt direct proportionale cu numerele ne-
bz-cy cx—-az ay—bx

nule g, b, ¢, daca si numai daca ;
a c

Utilizati teorema impartirii cu rest pentru a demonstra mica teorema
a lui Fermat:
Daca p este un numar primsi p f 4, a € N, atunci p | at-1.

Demonstrati cd exista un singur numar natural de forma

A=nn*+4)(n*+6), x e N’
care are exact 8 divizori.
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10.

11.

12.

. Figurile cerc, pentagon, patrat si triunghi reprezinta fiecare un numar

natural, iar continutul celor sase platouri valoreaza, intr-o ordine
oarecare, 15, 21, 24, 27, 30 si 45.

ANDO ONA UG OIlA AO A
LTO OO O OO0 O

Verificati afirmatiile:

a) Cel de-al doilea platou valoreaza 24 sau 30 de puncte.
b) Triunghiul reprezinta numarul 3.

c) Patratul reprezinta numarul 6.

O

49 de baieti se asaza intr-o formatie de 7 x 7. Pe fiecare linie se consi-
dera cel mai scund, iar dintre cei sapte ,cel mai scund de pe o linie”,
se alege cel mai Inalt.

De pe fiecare coloana se alege cel mai inalt, iar dintre cei sapte ,, cel mai
inalt de pe o coloand”, se alege cel mai scund.

Compara Inaltimea celui mai Inalt dintre cei sapte scunzi, cu a celui
mai scund dintre cei sapte cei mai Inalti.

O multime M de numere rationale are urmatoarele proprietati:
1)6eM, 12 e M;

2) daca x € M, y € M, atunci (ng%jeM;

3) daca (2x+3y) € M, atunci (x+y) € M.

Aratati ca:

a) Multimea M contine cel putin doua numere naturale consecutive;
b) Multimea contine cel putin trei numere prime;

c) Exista a,b, c,d e M distincte doua cate doua, astfel incata + b =c +d.

Utilizati principiul extremal pentru a rezolva problema:

Intr-un turneu de tenis fiecare dintre jucitori joaca cite o partida cu
fiecare dintre ceilalti.

Fiecare participant a obtinut cel putin cate o victorie.

Demonstrati cd existd un grup de 3 tenismeni A, B, C, astfel incat A
l-a invins pe B, B 1-a invins pe C si C l-a invins pe A.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Aratati ca nu existd n € N, astfel incat 6"—11[7"—1.

Calculati suma:
S5=1-2+2-3+3-4+...+2n2n+1)
daca stim ca
1?+2°+3+...+1n°=a.

Daca n>2, n e N si x, x,, x5...,x, sunt numere naturale nenule in
relatia:

2%, 3x,  nx,, X,
x, 2x, (n-1x, nx,

. n(n+1
atunci % (X, +x, +x,+...+x).

Aflati zecimea numarului
- 1-3-5-...-97-99
2-4-6-...-98-100
in scrierea lui zecimala.

Otablda de 75 x 75 patratele poate fi acoperitd cu dominouri si penta-

minouri, adicd piese de forma |:|:| si forma | |?

. 123 998 = 999
Expresia —* =%, #——x——
2 3 4 999 1000
Demonstrati ca se pot inlocui toate cele 998 de stelute prin semne de

operatii aritmetice, astfel incat valoarea expresiei obtinute este 0.

contine 999 de fractii.

017

Determinati ultimele trei zecimale ale numarului San

De cand era mic, lui Cornel 1i placea sa numere din 11in 1, din 2 in 2,
din 31n 3... Astdzi aimplinit 13 ani, s-a apucat, ca de obicei, sa numere
si a ales un pas mai mare decat 1. A dat peste varsta mamei, 34 ani, si
peste varsta bunicului, 69 ani. La un moment dat s-a plictisit.

Ar vrea totusi sd stie daca ar fi nimerit si peste 20177
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Punctele A, B, C sunt varfurile unui triunghi cu oricare doua laturi de
lungimi diferite.

In cate moduri poate fi ales un punct D (in planul triunghiului ABC)
astfel incat multimea punctelor {A; B; C; D} sa admita o axa de simetrie.

Cate triplete de numere, in care unul dintre numere este media arit-
metica a celorlalte doua gasim in multimea {1; 2; 3;...; 99; 100}?

Florin i se adreseaza lui Tudor:

— In prezent am o varsta de trei ori mai mare decat varsta pe care o
aveai cand eu aveam varsta ta de acum. lar cand tu vei avea varsta
mea, suma varstelor noastre va fi de 98 de ani.

Puteti deduce varstele din prezent ale celor doi?

Fie triunghiul isoscel ABC (AB = BC). Fie M € BC astfel cda AM =AC
si N € AB astfel ca MN =AC.

Stiind cd m(<NMB) =30°, sd se afle masurile unghiurilor triunghiu-
lui ABC.

In triunghiul ABC cu medianele AD si BE, m(<DAC) =m(<EBC) = 30°.
Demonstrati ca AABC este echilateral.

In triunghiul ABC (cu AB=AC si m(<BAC)=100°) pe semi-
dreapta AB se ia punctul D, astfel incat AD = BC.
Determinati m(xADC).

Triunghiul ABC este dreptunghicin A. Se considera punctele D € (AB)
si E € (CD) astfel incat ¥ACB = <EBD = <BED.
Demonstrati ca EC =2AD.

Utilizati principiul extremal pentru a demonstra cd in Z:
Daca (a; b) =d, atunci exista numere u, v astfel incat ua + bv =d.

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A cu m(<ABC) = 60°, iar punc-
tele D si E pe latura [BC], astfel incat m(xCAD) =10°, iar (AE este
bisectoarea <BAD. Aratati ca AD =CE.



30. In figura alaturatd ABCD este F
un patrat, triunghiul DCF
este echilateral, iar triunghiul
ECB este isoscel cu masura
unghiurilor de labaza de 75°. D c
Calculati m(<BFE).

A B

31. Demonstrati ¢d pentru orice n € N impar, numarul 2*'(2*"*' - 1) are

ultimele doua cifre in formatia 28.
32. In fiecare patratel al unei table de m x n existda un numar, astfel incat
suma numerelor de pe oricare linie si de pe oricare coloana este egala
cul.

.

Demonstrati cu ajutorul unui invariant ca m =n.

33. Produsul a 2021 de numere intregi este 2021.
Ce valori poate lua suma acestor 2021 de numere?

34. Comparati numerele (@' +1)(@"+1) si (@"*+1)@" " +1), cdnd a>0.

35. Pe o tableta de lemn (sangaku) suspendata in templul din Japonia
Abe no Manjuim, este propusa urmatoarea problema:
Un numar n de vizitatori, viziteaza altarul.
Stim numai ca:

7 y NP _
1) an este un numar natural ale cdrui ultime doua cifre

sunt @.

5 < NP < .
2) gn este un numar natural ale carui ultime doua cifre
sunt 60.

Aflati cea mai mica valoare posibild a lui n.
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