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Tema 1.1

Multimi de numere.
Multimi si elemente de logica matematica

Modulul unui numar real
. - . . x, dacix >0
Definitie. Modulul numarului real x este numarul | x |= .
—x, dacix <0
Proprietati
1. ]x]20,VxeR; |x|=0<x=0;
2. |x-yl=[x]-|y], Vx,yeR;

3. |x+y|£|x|+|y|, Vx,yeR.

Partea intreaga si partea fractionara a unui numar real

Definitie. Fie x € R. Cel mai mare numir intreg mai mic sau egal cu x se numeste
partea intreagd a lui x. Se noteazi: [x]=max{peZ|p<x}.
Numarul real {x} =x—[x] se numeste partea fractionard a lui x.

Proprietati

T1a. [x]<x<[x]+], VxeR; 1b. {x} €[0,1), Vxe R}
2a. x—1<[x]<x, VxeR; 2b. {x}=0=xeZ;

3a. [x]=x o xeZ; 3b. (x}={y} ox-yeZ,
4a. [x+n]=[x]+n<neZ; 4b. {x+n}={x} o ne’.

Identitatea lui Hermite

[x]+[x+l}+[x+g}+...+{x+n—_l}=[nx],Vxe]R, VneN"\{1}.
n n n

Probleme propuse

1. Stabiliti valoarea de adevar a urmétoarelor propozitii:
a)p:,[x]+[y]=[x+y], pentru orice x,y e R “, unde [a] reprezintd partea intreagd a
numarului real a.
b) q:,,{3x}=3{x}, pentru orice xR, unde {a} reprezintd partea fractionara a
numarului real a.
or:,VxeR, Iy eR astfel incat x> +y* =2018 .

2. Determinati valoarea de adevar a afirmatiei: ,,Suma oricaror doud numere irationale
este un numdr irational.

3. Calculati:

@) [N2019 |+(2++2)-{~2}; b) [L+L.+"'+2018%2019}

1.2 2.3
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

o [Vais]+3-{-1}: @ W+ [V2)e Vi) o [(VF4vT) |,

. @) Determinati multimea A:{xe[O,Z] | [2x]:2[x]} , unde [a] reprezintd partea

intreaga a numarului real a.
b) Determinati multimea B={xe[-1,2] | 3{x}=1}, unde {a} reprezintd partea

fractionard a numarului real a.

. Aritati cd [\/n2+nJ:n,pentru orice ne N.
. T | o C 1
. Fie xeR". Aratati cd | — |=1 dacd si numai dacd x 5,1 .
x

. a) Aratati ca {{x}+ y}={x+{y}}, pentru orice x,y eR.

b) Aritati ci {{x+ y}+z}={x+{y+z}}, pentruorice x,y,zeR.

. @) Aratati ca [x]+ [x +%} =[2x] ,pentru orice xeR.

b) Aratati ca dacad [x+a]=[x+b],pentru orice x € R, atuncia = b.

. Determinati m € R pentru care {x eR|(m* —Dx+2> 0} =R.

Determinati cel mai mic element al multimii {x eR|(x+2)(x* —4)> 0} .

Se considera A= {x eR|(x— 1)(}«7 —?j < 0} . Determinati cel mai mare element al

multimii B={|a—b||a,beZ, a<b,[a,b]c 4}.

Determinati numerele naturale din multimea A4 = {x eR|

1
———<x<2}.
V243 }
Se considera multimile 4={xeR||x|<2} si B=[-3,0). Determinati ANBNZ .

Se considera multimile 4= {0,2,4,6,...,50} si B={0,3,6,9,...,48}. Aflati
cardinalul fiecéreia dintre multimile 4, B,A " B si A U B.

S . o] o =
Se considera fractia zecimala infinita 7= 0, a,a, ... . Determinati numarul de elemente

ale multimii 4 ={qa,,a,,a;,...}.

. . PR o
Se considera fractia zecimald infinita T Determinati suma elementelor

multimii 4 ={a,, a,, a,,...}.
o . oo 10 .
Se considera fractia zecimala infinita Th 0, a,a,a;... . Calculati g, +a, +...+ay,, .

Determinati m € R pentru care {I;2} < {x eR|X*+mx+4= O} .



19.

20.

21.

22,

23.
24,
25.

26.

27.

28.

29.

30.

Determinati perechile (m, n) e RxR pentru care {1;2} = {x eR|X*+mx+n= O} .

Determinati @ € Z pentru care {x e R|x* —ax+4=0{N{0,1,2,....2011} # D .

Se considera multimea 4 = {a +b3 |a,be Z} .

a) Aratati cd numerele /4 + 23 si {\E } apartin multimii A4 .

b) Aratatica x-y € A, pentru orice x, ye A4 .

¢) Aritati ca multimea B ={x e A|[x]=0} are cel putin 2012 elemente.

Aratati ca x/ge{a+bx/§|a,beZ}.

Determinati (x, y) € RxR pentru care x* +2xy+2y° =0.

Aritati ca x° +3xy+5y° >0, Vx,yeR.

Determinati x+ y+z stiind ca x° +y> +z° +4x+6y—2z+14=0.

a) Aritati ca %Jz 2, Va,b>0.
a

b) Aratati ca (a+b)(b+c)(c+a=8abc, Va,b,c>0.

Se considerd numerele x, y>1.

Jx-1

a) Aratati ca
X

1

<—.
2

b) Ardtati cd x\/y—1+yJx—1<xy.

Determinati multimea {(a, b)e NxN| Ja+3b = 2} .

Dati un exemplu de doud numere irationale a si b care indeplinesc conditiile

a+beN*sia-beZ.

Ordonati crescator numerele:

@) V2, 33, In2;
1 1

C) 59 \/g_\/ia

NCR:

b 2, 3, Y6 ;

d) % log,2, In2, \/3, 1.
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Tema 1.2

Functii definite pe multimea numerelor naturale (siruri)

1. Siruri

Definitie. Sirul de numere reale (x,),,, este:

* monoton crescator, daca x, < x,,,, pentru orice n>1;

n+l >

* monoton descrescdtor, dacd x, > x,,,, pentru orice n>1;

+1

* strict crescdtor, daca x, < x,,, , pentru orice n>1;

n+l >

* strict descrescdtor, daca x, > x,,,, pentru orice n>1;

n+l >

Definitie. Sirul de numere reale (x,) _ este:
* madrginit inferior, daca existd un numar real m astfel incat x, >m, Vn>1;
* madrginit superior, dacd existd un numar real M astfel incat x, <M, Vn2>1.

Un sir (x,),,, marginit atat inferior cét si superior se numeste sir mdrginit.

2. Progresii aritmetice

Definitie. Sirul de numere reale (a,),,, este o progresie aritmeticd de ratie r, daca

n>l1
., —a,=r,Vn21 (adica diferenta oricaror doi termeni consecutivi este constanta).
Proprietati ale progresiilor aritmetice
T.a,=a +(n-1)-r, Vnz1.

an—l + an+

2.q,=—"1—" Vn>2.
2
+ —
3.5 :Mznaﬁr@, Vnzl,unde S,=a +a,+..+a,.
4. n:a”_al +1, Vun2>1, r 0.
r

3. Progresii geometrice

Definitie. Sirul de numere reale nenule (b,),., este o progresie geometricd de ratie g, daca

b,., = b, -q (adicd raportul oricaror doi termeni consecutivi este constant).

Proprietati ale progresiilor geometrice
1.b,=b-q"", Vn=1.
2.b2=b, b, Vn=2.

n-1 n+l>

—, gzl
3.85,=¢ ¢g-1 ,unde S, =b +b,+...+b,.



Probleme propuse

1. Determinati al unsprezecelea termen al sirului 1, 6, 11, 16,... .

. Calculati sumele:

a)l+4+7+10+...+31; b)1+3+5+...+31;
¢ 1+11+21+31+...+131.

. Fie progresia aritmeticd (a,),, astfel incit a; =5 si g, =11. Calculati a,,.

. Se considera progresia aritmetica (a,,),s, de ratie 2, cu a; +a, =10.

Sa se determine , .

. Fie progresia aritmeticd (a,),s, astfel incat a; =17 si a; =41.

a) Determinati a, .
b) Stabiliti daca numarul 2018 este termen al progresiei.
¢) Calculatisuma 7 =a, +as+ag+...+ a5 -

. Calculati suma primilor 20 de termeni ai progresiei aritmetice (a,),, stiind

cia,—a, =6 si a +ay+as+a; =37.

. Determinati in fiecare caz x € R, stiind ca urmatoarele numere sunt termeni conse-

cutivi ai unei progresii aritmetice:
a)x, (x=1)%, x+2; b)x, 2x-5, x—4;
c) x—1, x+1, 2x—-1; d x+1, 1-x, 4.

. Fie progresia aritmetica (a,),,, astfelincat ¢, =—6 si r=2.

Calculati produsul primilor zece termeni.

9. Aflati a € R pentru care numerele 2%, 27" +1, 2“** +1 sunt in progresie aritmetica.
. Calculati sumele:
a) 1+4+7+...+100; b) 2+6+10+...+2018;
¢) 1+3+5+...+(2n+3), ne N*; d) 1+5+9+...+(4n-3), neN".

11.
12.

13.

14.

15.
16.

Aflati ratia progresiei aritmetice (a,,),, astfel incit a,, —a; =14.

Fie progresia aritmeticd (a,),, astfel incat a, =3 si a; =7. Aflati suma primilor zece
termeni.

Se considera sirul (a,),.,. Stiind cd pentru orice neN" are loc egalitatea

a,+a,+...+a, =n* +n, demonstrati ca sirul (a,),., este o progresie aritmetica.

Fie (a,),» o progresie aritmetica. Stiind c¢a a; + a4 =10, calculati S,,.

(o]

Determinati numérul natural x din egalitétile: =
a) 1+5+9+...+x=780; b) 1+3+5+...+x=625; 4':
¢) x+(x+D+...+(x+x)=165; d) 2+5+8+...+x=155. E
. C <
Determinati al zecelea termen al sirului x;, x,,7,10,13,.... s
E

=

]

—
—
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17.

18.
19.
20.
21.

22,

23.

24,
25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Se considera progresia aritmeticd (a,,),s, astfel incat a, +a; +a,4 +a,, =8 . Calculati.
a) a+a,+...+a,; b) a,+a,+...+ay.
Se considera progresia aritmeticd (a, ), , in care a;, =1, S;, =145. Calculati q,, .

Se considera progresia aritmeticd (a, ), , in care ¥ =3, S;; =176 . Calculati a,,.
Fie (a,),» o progresie aritmetica. Stiind ca a, + a3 =10, calculati a4 + ay;.

Determinati a,b€R stiind ca numerele 2, a, b sunt in progresie geometrica si 2,4,a
sunt in progresie aritmetica.
Determinati a, b€ R stiind cd numerele a, b, 12 sunt in progresie geometrica si 1, a, 5
sunt in progresie aritmetica.

T . L. . 1
Determinati al cincilea termen al progresiei geometrice in care b, =32 si g = 3

Determinati x > 0, stiind ca numerele 1,x —1,x+ 5 sunt in progresie geometrica.

Fie ecuatia x> —4x+a=0, cu radicinile x; si x,. Determinati aeR" stiind ca
X, X, 3x, sunt In progresie geometrica.

Fie ecuatia x* +ax+2=0, cu radacinile x, si x,. Determinati aeR stiind ca
X,, X,, X; sunt in progresie geometrica.

Determinati primul termen al sirului 4, a,,4,8,16,32,... .

Determinati primul termen al progresiei geometrice cu termeni pozitivi b, 6, by, 54,....

. 1 1 1 .
Se considera numarul real s =1 +E+?+. +———. Arataticd se(1;2).

o 22018'
Aratati ca s:l—l+l—l+i>z.
2 4 8 16 3
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Fie a=1+—+—+—+— si b=1-—+———+——— Calculati [a] + [b], unde
5 50 5 57 5 5 5 58 i L]+ 18]

[x] este partea intreagd a numarului real x.

Se considera progresia geometricd (b,),,, . Aflati b, siratia g, daca:
{bz—b1=2; b){ b,—b =17 : . { b, +b =28 .
b, —b =8 by+b,+b =7 by—b,+b =7
Calculati ratia progresiei geometrice (b,),,, cu termeni pozitivi, dacd b +b, =4
si by+b, =36.
Numerele reale pozitive a, b, ¢, d sunt in progresie geometrica. Stiind cd d—a =13

si ¢ — b =3, sd se afle ratia progresiei.

Se considerd progresia geometricd cu termeni pozitivi (b,),so $i S, =by+b +...+b,,
astfel incat b, —b, =15 si b, +b, =5.

a) Determinati b, . b) Calculati Sj.

Se considera progresia geometrica (b,),; , in care b, =8 si by =2 . Aflati b,.



37.

38.

39.
40.

41.

42.

Sa se calculeze suma primilor zece termeni ai unei progresii geometrice, stiind ca ratia
este egald cu 2, iar suma primilor patru termeni este egala cu 15.

Stiind ca doi termeni ai unei progresii geometrice sunt b; =6 si by =54, determinati
termenul b, .

Se considera functia f:R — R, f(x)=x+1. Calculati f(2)+ f(2*)+...+ f(2°).

Se considera functia f:R - R, f(x)=3x+1. Calculati sumele:

S = /(3 )+ /(3 )+ £ ()4t £ ()
S,=fO)+/ D+ f(2)+...+ f(11).

Se considera functia /:R — R, f(x) =5x—1. Calculati sumele:

@) §=fO)-fD+f2)=fB)+...+ f(50);

b) S, =fO)+/M)+/(2)+...+ f(50);

o S;=fQ)-fC@Y+fQ2)-fQ)+..+ /(2.

Fie (a,),» o progresie aritmetica. tiind cd a; + a4 =10, calculati a4 +ay, .
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