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20 de ani de argumente esenftiale

Uneori ne intrebam care ar fi fost drumul catedrei de matematica a colegiului
Gheorghe Sincai din Baia Mare fara revista Argument. Ne e greu s ni-l1 imaginam,
insa suntem convinsi cd ar fi fost mai sarac fara indelungile ore de cautari (a cat mai
multor idei noi i incitante si a cat mai multor colaboratori valorosi), de incercari
(unele pline de succes, altele pe care acum le-am finaliza altfel, dar care ne
reprezentau, in perioada in care le-am dat credit), fara discutiile despre frumusetea sau
inutilitatea vreunui material, fara tehnoredactare si corectura, fard eratd gi fara
nelipsitele polemici legate de culoarea copertei (care s-a metamorfozat in fiecare an,
odata cu noi si cu vremurile).

Tinem minte si acum momentele de ezitare de dinaintea aparitiei primului numar
al revistei. Ni se spusese ci n-are niciun rost sa incercam sa il imprimam, caci neavand
la vremea aceea ISSN (I-am obtinut incepand cu numarul al treilea), nimeni nu i va da
importanta cuvenita si va fi o simpla fituicd printre multe altele. Poate ca unora li s-a
parut o simpla fituica — avea doar 45 de pagini, era tehnoredactatd de doi elevi (Daniel
Dinescu si Tudor Manole), coperta era realizatd in Microsoft Paint de un alt elev
(Sorin Michnea), era scoasd la imprimanta, in doar 50 de exemplare (capsate manual,
de domnul administrator Ioan Pop) —, insd credem cd a fost esentiald pentru
dezvoltarea noastrd, a membrilor catedrei, ca problemisti si chiar ca matematicieni.
Cine stie ce s-ar fi intAmplat dacd am fi pierdut momentul acela? Poate cd am fi
renuntat. Asa, ne-am straduit in fiecare an sd fim credibili, sa ne perfectionam. Si
pentru ca o revistd e cu atdt mai bund cu cat are mai multi colaboratori valorosi, am
incercat sa i atragem. Suntem de parere cd am si reusit sa o facem, deoarece dintre cei
95 de profesori, elevi si matematicieni care au publicat probleme sau articole in
Argument, 84 nu au predat nicio ord de matematici in colegiul nostru. Avem
colaboratori valorosi din intreaga tard, de la licee si scoli generale si chiar de la
universitati de prestigiu din Stuttgart, Bucuresti, Timisoara, Cluj-Napoca, Pitesti,
Targoviste si Baia Mare. lar calitatea materialelor publicate face ca revista noastra sa
fie cautatd si apreciatd ca una dintre cele mai bune reviste de matematica din
invatamantul preuniversitar roméanesc. Datele statistice pe care le vom prezenta in
continuare pot parea seci, insad ele sunt esentiale pentru a ne putea argumenta in mod
pertinent afirmatiile despre valoarea Argumentului nostru matematic.

Statistica spune cd avem, pand acum:

— 21 de numere ale revistei, in 20 de ani (numarul 11 a fost dublu)

— 1950 de pagini — de la 45 (ale primului numar), la 130 (ale numarului 11/1)
— 73 de autori a 1208 de probleme originale

— 148 articole de specialitate

— 65 de subiecte ale unor concursuri si olimpiade
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1. ALGEBRA

1.1. Ecuatii diofantice avand o infinitate de solutii
in multimea numerelor naturale

Gheorghe Boroica,
Argument 3

In prezentul articol se pun 1n evidentd cateva ecuatii diofantice care au o infinitate
de solutii in N*.

Problema 1. Pentru orice neN", ecuafia diofanticd
XX X =y (1)
are o infinitate de solutii in multimea numerelor naturale.
O solutie la aceasta problema e data de catre W. Sierpinski in lucrarea [3]. Metoda

utilizata este inductia matematicd. Aceeasi idee se regéseste si in lucrarea [2].
Mai precis, fie x, un numdr natural impar, x, >23. Ardtim cd putem genera

numerele naturale x,, x,,..., x, , astfel incat s, =x’ +x] +...+x s fie patrat perfect,

pentru orice ne N”.
Pentru n=1, avem s, = x_, care este patrat perfect.

s s A A 2
Determindm x, €N, astfel incat s, =x7 +x; =(x, +1)” & ¥ =2-x,+1 & <

(x, =1)(x, +1)

X, = > de unde x, se determind in mod unic, §i este un numar par.
2 2 2 . . .
Deoarece x; +x; =(x,+1)", cu x,+1 impar, obtinem:
2 2 x,(x, +2
X+ X5+ x5 =(x, +1) < (x, +1) =2-x+lex =%.

De aici rezultd ca x, se determind in mod unic si este tot un numdr par. Prin inductie,
continuand procedeul, se obtine acum usor faptul cd s, = x/ +xJ +...+x_ este patrat

perfect, pentru orice neN".
Prin urmare, ludnd x, orice numdr natural impar mai mare sau egal cu 3, putem

2 v =
genera numerele s, =x; +x; +...+x; =(x, +1)", Vk>2,keN, de unde rezulti ca

ecuatia (1) are o infinitate de solutii in N".

Observatia 1. Numerele x, =3k,x,=4k,x, =0, i€ {3, e n}, y=5k, cu keN

arbitrar, genereazd o infinitate de solufii pentru problema (1).
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Utilizand identitatea 4p =(p+1) —(p—1)", Dumitru Acu da o demonstratie

constructiva problemei de mai inainte. Mai precis, numerele:

1 1

n-1
x,=2a,i=1,n-1, unde a suntnumere naturale alese arbitrar, x, =—1+> a’,
i=1

n-1
y, =1+ a’, genereaza o infinitate de solutii pentru (1).

i=l1
Problema 2. Ecuatia diofanticd x; + x; +x; =2y° are o infinitate de solufii in N".

Solutie.  Deoarece 3*+4°+15=250=2-5", remultd cd x =3k, x,=4k>,
x, =15k, y=5k’, cu keN" arbitrar, genereazid o infinitate de solufii pentru
problema propusa.

Problema 3. Ecuafia x!+x;+...+x; =2y’ are o infinitate de solutii in N".

Solutie. Deoarece  13° +17° +19° +23* +29° +30> +31> +18* =2-37, numerele
x]=13k7, x2=17k7, x3=18k7, x4=19k7, x5=23k7, x6=29k7, x7=30k7,

xg =31k, y=3k*, cu k e N" arbitrar, sunt solutii ale problemei propuse.
Problema 4. Ecuatia x!+x,+x;+x, =3y> are o infinitate de solufii in N".

Solutie. Numerele x, =2k, x, =6k, x, =8k, x, =14k, y=10k, cu k eN" arbitrar,
sunt solutii pentru problema propusa.

Problema 5. Ecuatia x} +x; +x; +x, +x; =2y° are o infinitate de solutii in N".

Solutie. Numerele x, =x,=k>, x,=3k", x,=6k’, x,=9k>, y=2k, cu keN’
arbitrar, sunt solutii ale ecuatiei.
Problema 6. Pentru orice ne N, n>2, ecuatia diofanticd

XP X+ xl =2y (2)
are o infinitate de solutii in N".
Solutie. Distingem doud cazuri:
Cazul I. n=2k, ke N". Ecuatia se scrie: x} +x +...+x7, =2)°.

Alegem x,, =Xx,,X,, , =X,,...,X,,, =X, . Ecuatia devine:

2-(x12+x22+...+x,f)=2y2 S XX =)

Deoarece aceastd ecuatie, conform problemei 1, are o infinitate de solutii in N*,
rezultd ci ecuatia data are o infinitate de solutii in N*.

Cazul II. n =2k +1,k e N". Ecuatia se scrie: x; +x; +...+x5,,, =2)".

Fie x, un numar impar arbitrar din N*, x, >3.Pe x, il determinam din conditia

10 I Argumente esentiale



(x, =1)(x, +1)
2
mod unic (in functie de x, ) si x, este un numar natural par si nenul. Ecuatia devine:

2 o - v A
x4+ =(x+1) o x,= , de unde rezultd c¢d x, se determind in

(x2 +1)2 FX X, =20
Alegem x,,,, =x,+1,x,, =x,,...,x,,, =X,,, siecuatia se scrie:
(x2 +1)2 FX X, =Y
Deoarece x, +1 este impar, din rezolvarea problemei 1 rezulta ca aceasta ecuatie
are solutie in N". Deoarece x, e N*, x, >3 a fost ales arbitrar, rezulta ca ecuatia data

are o infinitate de solutii in N*.

Problema 7. Pentru orice neN',n>2, ecuafia x+x,+..+x.=y> are o

infinitate de solutii in N* .
Solutie. Fie numerele x, =k-i, i=1,n si keN" arbitrar. Avem: dxi=k-SE,
i=l

n(n+1)

unde S, = eN".Luam k=v"-5*, unde u,veN" sunt arbitrare.

n
2 . 9
Rezultd cd ) x) =18 :(v3-S13“”) , de unde obtinem cd numerele
i=1

( +1) 2u ( +1) 3u+l
n(n . n(n — . .
xi=i-v2-[Tj si y=v3-[Tj , cu i=1,n si u,veN" arbitrare,
genereaza o infinitate de solutii pentru problema considerata.

Problema 8. Pentru orice neN" siorice peN*, ecuatia x!+x3+...+ x> =y>*"

n

are o infinitate de solutii in N”.

Solutie. Fie numerele x =k-i, i=1,n si keN"arbitrar. Avem: dxl=k-S,,

i=1

n(n+1)(2n+1)

unde S, = eN" .Ludam k=m?*".S?, unde me N’ ¢ arbitrar.

I 2p+l
Se obtine Y x7 = mCr) . g5 = (S2 -mz) ", de unde rezulta ca numerele

i=l1
n(n+1)(2n+1)Y) . n(n+1)(2n+1 .
X, = w m*?d, i=1n si yzmz-w, cu meN
6 6
arbitrar, genereaza o infinitate de solutii pentru problema considerata.
Problema 9. Ecuatia diofantica x! +x; +x; +x; +x =4y’ are o infinitate de soluii
in N*.
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Solutie. Cum 1* +17 +3° +6° +97 =4-2°, rezultd cd x, = x, = k°, x, =3k°, x, = 6k°,

x; =9k si y=2k>, cu keN" arbitrar, sunt solutii pentru ecuatia propusa.

Problema 10. Pentru orice neN", ecuatia x!+x]+...+x} =y’ are o infinitate de
solutii in N”.
Solutie. Fie x, =k-a,, i=1,n ,unde k eN" si a, e N" sunt arbitrare, V i =1Ln.

n n n
. 4 _ 1.4 4 _ 1.4 _ 4 _ 5
Avem: in =k -Zai =k"-u,, unde un—Zai . Alegem k=u,-m’, cu
i=1 i=1 i=1
S g 4 20 4\
meN" arbitrar.  Obtinem: in =u,-m-u, =(un-m ) . Deci numerele
i=1

n n
. 4 . T 4 4 . . « .
xizmS-Z-Zai , i=ln, y=m -Zal. , cu meN" arbitrar si a, e N" arbitrare,
i=1

i=1

Vi=1,n, genereaza o infinitate de solutii pentru problema.

Probleme propuse

Ardtati ca urmdtoarele ecuatii diofantice au o infinitate de solutii in multimea
numerelor naturale nenule:

4,4, 4, 4 4 3,3, 3, 3, 3 3

1) x/ +x;+x;+x, =9y 2) X;+x3+x]+x,+x; =2y
6, .6, 6. 6, 6, 6_ 7 ST "2

3) X)Xy X3 +X, XX, =Y 4) x’+y' =2z

5) ¥ +y’=2z"
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