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Prezentarea cartii

Ce propune aceasta carte

Lucrarea este impartita n cinci unitati care acopera
integral continutul prevazut de programa scolara.
Lectiile care compun o unitate sunt prezentate in
mod coerent, unitar, Tntr-un stil consecvent.

Fiecare lectie debuteaza cu rubrica Utilitate, in
cadrul careia se prezinta beneficiul pe care il pre-
zinta cunoasterea notiunilor predate. Aceasta rubrica
este urmata de o problema practica, pe baza careia
se introduc noile concepte. Conceptele sunt trans-
puse apoiintr-un limbaj matematic care echilibreaza
nivelul descriptiv cu rigoarea specifica matematicii.
Notiunile noi sunt insotite de exemple semnificative,
comentarii si aplicatii.

Cartea acordd o atentie sporita gandirii critice si
consolidarii competentelor de calcul numeric formate
n clasele anterioare, prin zone dedicate, Tncurajand
in acelasi timp activitatile de grup, independenta in
gandire si dezvoltarea increderii Tn sine. Evaluarea
se realizeaza prin forme si instrumente diversificate,
orientate spre formarea si dezvoltarea competentelor
matematice.

Structura unei lectii

— notiunile cele mai importante care
apar in lectie
— exemple din viata de zi cu zi si de la alte
obiecte de studiu, care demonstreaza beneficiul pe
care il prezinta cunoasterea notiunilor predate
Situatie-problema - problema practica pe baza
careia se introduc noile concepte
De retinut — secventa in care sunt teoretizate conti-
nuturile noi aflate Tn substratul situatiei-problema
propuse
Exemple — ilustrarea teoriei expuse anterior
— completarea informatiilor stiintifice
si aspecte complementare notiunilor teoretice
prezentate
Mate practica — activitati de Tnvatare pentru forma-
rea/dezvoltarea competentelor specifice si valorificarea
experientei concrete a elevului in raport cu cotidianul
Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, teh-
nici aplicative — reintegrarea continuturilor noi,
uneori rezolvate in mai multe moduri pentru a per-
mite analogii si diferentieri
Probleme propuse — aplicatii de natura teoretica
sau practic-aplicativa
Autoevaluare - evaluarea de catre elevii insisi a
cunostintelor dobandite in cadrul lectiei, cu ajutorul
punctajelor si al solutiilor
— informatii de cultura generala
care sunt strans legate de subiectul lectiei

Lectia 2:

2.1. Studiu

Situatie

problema

Robot
Un cic
pentrt
Cate
Da

U3 Functii

Functia de formaf: D > R, f(x) =ax+ b

functie afina dreaptd produs cartezian

domeniu de valori formula analitica

Procesele din viata de zi cu zi, sau fenomenele din natura, se desfasoara
deseori liniar sau s lacres

ale variabilelor), cel putin intre anumite limite. Un atelier de cofetarie care
produce céte 200 de prajituri pe ora, dupa dous ore va realiza 400 de préji-
turi, dupa 3 ore, 600 de prajituri, dupé 4 ore, 800 de prjituri etc. (numarul e

prajituri creste constant). =

La fel, daca un rezervor de 8000 de litri de ap se goleste printr-o conducta Lt
cu ciite 40 de litri pe minut, dupa doua minute mai contine 8000 - 2 - 40 litri, gk 4
dup 5 minute, 8000 - 5 - 40 ltri; volumul de ap din rezervor descreste -
constant, odata cu fiecare minut scurs. 1

Multe dintre situatile cotidiene pot fi descrise prin astfel de procese
liniare, pe care le vom modela cu ajutorul functiilor, fie pentru a rezolva probleme concrete,
fie pentrua (predictii) asupra iitoare.

reprezentare geometrica

u de caz: functia f: D > R, f(x) =ax, a 0, definitd pe o multime finiti

obotul industrial din figura alaturata produce doua piese pe minut.
1 ciclu de productie dureaza 10 minute, dupa care robotul se opreste

ate piese produce robotul dupé trei minute? Dar dupé cinci minute?
Jarintr-un ciclu de productie?
Urmatorul tabel arata numarul de piese produse intr-un ciclu de  ESS
productie complet (10 minute), masurand din minut in minut.

durata(minute) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

numir piese
Observam ca numarul de piese produse dupa 2 2
un numr intreg x de minute, 0 <.x < 10, este 2x. 5 15
Definind o functie cu ajutorul tabelului de mai 1 1
sus, putem spune & numarul de piese obtinute u 1
de-a lungul unui ciclu de productie este descris = .
de functia: = -
£:10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} > I, f(9) = 2x, d 4
pe care am reprezentat-o grafic in figura 1. 6 o
Intuitiv, observam ca punctele graficului sunt 4 4
coliniare (aspect confirmat in figura 2), iar 2 2|

dreapta care contine punctele graficului trece

Bhaide 024 681 20 24 68D

Figural Figura2

in general, daca a # 0 este un numar real si D este o multime finita de numere reale, atunci
reprezentarea geometrica a graficului functiei f: D - R, f(x) = ax, este o mulfime de puncte coliniare,
aflate pe o dreapt care trece prin originea sistemului de coordonate.
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F ie p unt zele unui cilindru circular drept, astfel incit A’ si MM’ sunt generatoare ale

i raza cilindrului, daci O'N =13 cm
bazele u ™

H IM = <A
ACESTUIAL Eteinattimein triunghiulisoscel A0M, aceasta eso 5 mediané. Obfinem
Aflatire /

Rezc’

Elem

U4 Elemente ale geometriei in spatiu

e punctele A, M & D(0, R) i A', M' € D(0, R), unde D(O, R) si D(O', R) sunt 4,

Stuia si AMM'A' este patrat (figura 11). Fie N < AM astfel incat ON L AM.
LAOM =120°.

Ivar

O'M' = 120° (unghiuri cu laturile respectiv paralele) si, cum

Figura11

/= AN =AM =R\ 5i ON=2. Cu teorema lui Pitagora in AOO'N (0 = 90°), rezulta R=2 cm.

fimea trunchiului de piramida

Definitie. Se numeste indltimea trunchiului de piramidd distanta dintre planele bazelor acestuia.
Definitie. Fie un trunchi de piramida regulata. fnaltimea oricreia dintre fetele sale laterale
se numeste apotemd a trunchiului.

Observatie. Toate fetele laterale ale unui trunchi de piramida regulata sunt trapeze isoscele congru-
ente, deci si inalfimile lor sunt congruente. Mai mult, segmentul care uneste mijloacele bazelor unei
fete laterale a trunchiului de piramida este o Tnaltime a acestei fete, deci este 0 apotemé a trunchiului.

in figurile 12, 13, 14 sunt reprezentate mai multe trunchiuri de piramida regulats, cu centrele bazelor 051 O’
Segmentele rosil sunt inlfimile, iar cele albastre sunt apoteme ale acestor corpuri

Figura12 Figura13 Figura 14

Uneori, in problemele cu trunchiuri de piramida regulata folosim unul dintre trapezele dreptun-
ghice OMM'O' (unde M este mijlocul uneia dintre laturile bazei mari, iar M este mijlocul laturii omoloage
abazei mici) sau 0AA'0), pentru a determina lungimea unui segment de care avem nevoie, deoarece:

« Trapezul OMM'O" are ca laturi: apotema trunchiului, MM'='a,, inaltimea trunchiului, 00"

apotema bazei mari, OM™a,, si apotema bazei mici, OM'= a,.
« Trapezul OAA'O" are ca laturi: muchia laterala a trunchiului, AA'; Tnltimea trunchiului, 00" = h;
raza cercului circumscris bazei mari, OA, si raza cercului circumscris bazei mici, O'A'.
in oricare dintre cele dous trapeze, atunci cind cunoastem lungimile a trei dintre aceste segmente,
putem determina lungimea celui de-al patrulea.

6.6. iniltimea trunchiului de con circular drept

DTN Definitie. Se numeste indlfime a trunchiului de con circular drept distanta =
dintre planele bazelor acestuia. T
Observatie. In problemele in care avem de a face cu un trunchi de con,
ne folosim, de multe ori, de trapezul dreptunghic 0AA'O), in care 00’ este o
inaltime, A" este generatoare, 0A = R §i O'A"=1.

Figua1s

ente
ale geometriei

in spatiu

i volume ale unor corpuri geometrice

Lectia 7: Sfera

Situat

probl

De retinut [t

us3

Functii

sfera bila

arie volum

Dupé cum stiti de la biologie, ochiul uman are formé sferica. nervoptic

Lumina pétrunde in ochi printr-o membrana transparenté —

(corneea) si ajunge la alta membran, numits retind, pe care ifs

se formeaza imaginile obiectelor (care sunt reale, mai mici, f"s“ﬂ“"
rasturnate), in urma unei refractii triple. Aceasta schim- Pomee

bare a directiei luminii este posibila datorita faptului ca, desi
ochiul uman este plin, mediile din interiorul s3u (corneea,
umoarea apoasa, cristalinul si umoarea sticloasa) sunt
transparente.

MOl Dcnisa, sora lui George, este eleva in clasa a V-a. Pentru un proiect la
BUEN ccografic, ca trebuie & determine suprafata de pe globul paman-
tesc acoperita de mari i oceane. Din pacate, conexiunea la internet nu
functioneaza, asa c Denisa cere ajutorul fratelui ei. George cautd prin
caietul de notite al fetel informatii care -ar putea ajuta si afla ca uscatul
ocupa aproape 30% din suprafata Pamantului. Apoi fsi aminteste de la
fizica faptul ca metrul este a 40000 000-a parte din lungimea unui meri-
dian. Meridianul terestru are lungimea aproximativ egala cu 2R, unde R
- aste raza globului paméntesc; deci R = 6370 km. George poate afla acum
Fie “orafata Pamantutu, care este de aprosimativ 510000000 km?: prin

\are, marile §i oceanele ocupa, in total, aproximativ 360000000 k.
Sfer

. Dun punct datn spafiu, iar R un numar real poziv.
[a d J¢ B de ceniru 0 si razi 7, notata S(0, R), este mulfimea tuturor punctelor din spatiu aflate
tanta R fata de punctul O (figura 1).

Bila

feoroulsferic)

0 i razii R, notata B(0, R), este multimea tuturor punctelor din spatiu
distant cel mult egal cu R faté de punctul O.

“. Aceastd cerinta este indeplinita de bils, dar nu
le sfera. Altfel spus, bila este un corp geometric, in timp ce sfera este.

Intersectia dintre un plan si o sferd poate fi:

+ mulfimea vida - spunem ca planul este exterior sferei;

+ un punct - spunem ca planul este tangent sferei;

« un cerc ~ spunem c planul este secant sferei.

Intersectia unei sfere cu un plan care contine centrul sfere este un cerc
avand raza egala cu raza sferei, numit cerc mare al sfere. (A se vedea
problema rezolvata 2.)

A'sectiona o sferd]o bild inseamnd a e intersecta cu un plan secant; sectiunea va fi un cerc/un disc.

g

Figural

3

Pentru a calcula aria unei sfere, nu ne mai putem folosi de desfasurarea acesteia, asa cum am
rocedat conului sau ntr-un plan.
Pentru a calcula aria sferei de raza R, folosim formula:
A= 4R

; sfera s

4 Pentru a calcula volumul bilei de raza R, folosim formula

Wit
3

i volume
ale unor corpuri

geometri

]
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L1: Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor lor

L2: Intervale numerice sireprezentarea lor pe axa numerelor;
intersectia si reuniunea intervalelor

L3: Inecuatiideformaax+5b>0(s,>,<),a,beR

Proiect

Recapitulare si evaluare

L1: Operatii cu numere reale reprezentate prin litere

(adunare, scadere, inmultire, impdrtire, ridicare la putere); reducerea termenilor asemenea

L2: Formule de calcul prescurtat

L3: Descompuneriin factori utilizand reguli de calcul in R
L4: Fractii algebrice. Operatii cu fractii algebrice

L5: Ecuatiadeformaax?+bx+c=0,ae R, b, ceR

Proiect

Recapitulare si evaluare

L1: Functii. Functii definite pe multimi finite
L2: Functiadeformaf:D—>R,f(x)=ax+b

Proiect

L3: Elemente de statistica: indicatorii tendintei centrale

Recapitulare si evaluare

L1: Puncte, drepte, plane

L2: Corpuri geometrice

L3: Drepte paralele. Unghiul a doud drepte

L4: Dreapta paralela cu un plan. Plane paralele. Aplicatii

L5: Dreapta perpendiculara pe un plan

L6: Iniltimile corpurilor geometrice studiate

L7: Plane perpendiculare. Sectiuni diagonale si sectiuni axiale

Proiect

L8: Proiectii pe un plan. Unghiul dintre o dreapta si un plan
L9: Unghidiedru. Unghi plan corespunzitor diedrului. Unghiul a doua plane
L10: Teorema celor trei perpendiculare

Recapitulare si evaluare

L1: Distante si masuride unghiuri pe fetele sau in interiorul
corpurilor geometrice studiate (determinare prin calcul)

L2: Prisma: arii si volum

L3: Piramida regulata: arii si volum

L4: Trunchiul de piramida regulata: arii si volum

L5: Cilindrul circular drept: arii si volum

L6: Conulsitrunchiul de con: arii si volume

L7: Sfera

Proiect

Recapitulare si evaluare
Evaluare finald

Solutii



Competente generale si competente specifice

Competente vizate Competente generale

1.1,2.1,3.1,4.1,5.1,6.1

12,2.2,3.2,4.2,5.2,6.2

1.3,2.3,3.3,4.3,5.3,6.3

1.4,2.4,3.4,4.4,5.4,6.4

1.5,2.5,3.5,4.5,5.5,6.5

1 Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar

2 Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in diverse surse
informationale

3 Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice

4 Exprimarea inlimbajul specific matematicii a informatiilor, concluziilor si demersurilor de rezolvare
pentru o situatie datd

5 Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date

6 Modelarea matematica a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii

Competente specifice

1.1 Recunoasterea apartenentei unui numar real la o multime

1.2 Identificarea componentelor unei expresii algebrice

1.3 Identificarea unor dependente functionale in diferite situatii date

1.4 Identificarea unor figuri plane sau a unor elemente caracteristice acestora in configuratii
spatiale date

1.5 Identificarea corpurilor geometrice si a elementelor metrice necesare pentru calcularea ariei
sau a volumului acestora

2.1 Efectuarea unor operatii cu intervale numerice reprezentate pe axa numerelor sau cu multimi
definite printr-o proprietate a elementelor ei

2.2 Aplicarea unor reguli de calcul cu numere reale exprimate prin litere

2.3 Descrierea unei dependente functionale Tntr-o situatie data, folosind diagrame, tabele sau formule

2.4 Reprezentarea, prin desen sau prin modele, a unor configuratii spatiale date

2.5 Prelucrarea unor date caracteristice ale corpurilor geometrice studiate n vederea calcularii unor
elemente ale acestora

3.1 Utilizarea unor procedee matematice pentru operatii cu intervale si rezolvarea inecuatiilor in R

3.2 Utilizarea formulelor de calcul prescurtat si a unor algoritmi pentru rezolvarea ecuatiilor
si ainecuatiilor

3.3 Reprezentarea n diverse moduri a unor functii cu scopul caracterizarii acestora

3.4 Folosirea unor proprietati de paralelism sau perpendicularitate pentru analizarea pozitiilor relative
ale dreptelor si planelor

3.5 Alegerea metodei adecvate pentru calcularea unor caracteristici numerice ale corpurilor
geometrice

4.1 Folosirea terminologiei aferente notiunilor de multime, de interval numeric si de inecuatii

4.2 Exprimarea matematica a unor situatii concrete prin calcul algebric

4.3 Utilizarea unui limbaj specific pentru formularea unor opinii referitoare la diferite dependente
functionale

4.4 Descriereain limbaj matematic a elementelor unei configuratii geometrice

4.5 Utilizarea unor termeni si expresii specifice pentru descrierea proprietatilor figurilor si corpurilor
geometrice

5.1 Interpretarea unei situatii date utilizand intervale si inecuatii

5.2 Interpretarea unei situatii date utilizand calcul algebric

5.3 Analizarea unor functii in context intra si interdisciplinar

5.4 Alegerea reprezentarilor geometrice adecvate in vederea descrierii unor configuratii spatiale
si a calcularii unor elemente metrice

5.5 Analizarea conditiilor necesare pentru ca o configuratie geometrica spatiala sa verifice anumite
cerinte date

6.1 Rezolvarea unor situatii date, utilizand intervale numerice sau inecuatii

6.2 Interpretarea matematica a unor probleme practice prin utilizarea ecuatiilor sau a formulelor
de calcul prescurtat

6.3 Modelarea cu ajutorul functiilor a unor fenomene din viata reala

6.4 Modelarea unor situatii practice n limbaj geometric, utilizdnd configuratii spatiale

6.5 Interpretareainformatiilor referitoare la distante, arii si volume dupa modelarea printr-o
configuratie spatiald a unei situatii date din cotidian



Ul Intervale de numere
reale. Inecuatii in R

Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor lor

Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa numerelor;
intersectia si reuniunea intervalelor

Inecuatii de formaax+5b>0 (£, >,<),a, b e R

Proiect

Recapitulare
si evaluare 30






Ul Intervale de numere reale. Inecuatii in R

Lectia 1: Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor lor

multime proprietate comuna intersectie

reuniune apartenenta incluziune

In clasele anterioare am considerat, fara a da o definitie riguroasa,
cd o multime este o colectie bine precizata de obiecte (numite ele-
mente), privitd ca un intreg.

Activitatea umana, in toate formele sale, necesita adesea nu doar
gruparea in multimi a unor obiecte, idei, actiuni sau fenomene,
ci si clasificarea acestora dupa diferite criterii.

Un exemplu la Tndeméana: observand lumea inconjurdtoare, putem
distinge imediat intre plante si animale, deci putem considera multimea plantelor (regnul vegetal)
si multimea animalelor (regnul animal). Analizand animalele dupa un anumit criteriu, de exemplu,
dupa faptul daca au sau nu coloana vertebrald, constatam ca regnul animal este constituit din
multimea animalelor vertebrate si multimea animalelor nevertebrate.

Matematic, un proces de clasificare, realizat pe baza unui criteriu, conduce la definirea unei multimi
de obiecte cu o proprietate comuna (criteriul dat).

1.1. Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor

Situatie
problema

De retinut

Echipa de baschet a scolii este formata din 12 elevi. Patru
dintre ei ne zambesc din figura alaturata, Tmbracati in
echipamentul albastru al echipei.

Multimea B, a componentilor echipei, poate fi scrisa enume-
rand efectiv elementele sale, adica mentionand numele
tuturor elevilor: Dan, Adi, Ion, Toni si asa mai departe.

Multimea B poate fi identificata si Tn alt mod, tindnd seama
ca fiecare element al ei are calitatea de membru al echipei
de baschet. Aceasta este o proprietate caracteristica tuturor
elementelor multimii B si numai lor, nefiind verificata de elementele care nu apartin multimii B
(de exemplu, de Alin).

Multimea B se poate scrie si astfel:

B ={x|x este membru al echipei de baschet a scolii}.
Citim: B este multimea elementelor x, cu proprietatea ca x este membru al echipei de baschet a scolii.

Daca elementele unei multimi A au o proprietate comuna, notata cu p, specifica lor si numai lor,
multimea A se poate defini si astfel:
A ={x|x are proprietatea p}.

Citim: A este multimea formata din elementele x care au proprietatea p.

Proprietatea p trebuie formulata astfel incat sa permita identificarea exacta a elementelor multimii (si numai
a acestora). De exemplu, considerand multimea A = {x | x este cifra araba}, putem afirma, fara echivoc, ca
A={0,1,2,3,4,5,6,7,8, 9}

Nu orice multime se poate scrie Tnsa folosind o proprietate comuna a elementelor. De exemplu, multimea
T={7, 11, elefant, contrabas, A, O} nu poate fi definita pe baza unei proprietati specifice elementelor sale.



Lectia 1: Multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor lor

Observatii

Exemple

w

1

Pentru definirea unei multimi, se pot utiliza si doua sau mai multe proprietati
pe care le verifica elementele sale.

Considerand multimea A din figura aldturatd, orice element x € A are
proprietatile: x este numar natural, x este par, x < 16. Scriem:

A={x|x e N, x este numdr par, x < 16}.
Se observa cd A poate fi definita si astfel: A={x|x=2k, k e N, k<8}.

Daca elementele multimii A apartin unui domeniu dat (altfel spus, multimea A este submultime
a unei multimi definite anterior), putem indica acest lucru inainte de bara verticala.
De exemplu, pentru a defini multimea A a numerelor naturale cel mult egale cu 4, vom scrie:

A={xeN|x<4},inlocde A={x|x e N, x<4}.

Pentru simplificarea scrierii, in special in cazul multimilor de numere reale, daca elementele se
pot determina printr-o formula de calcul (au o forma comuna), se poate scrie aceasta formula
(proprietatea comuna) Thainte de bara verticala.

De exemplu, pentru a indica multimea numerelor naturale care dau restul 2 la impartirea cu 6

(adica multimea numerelor de forma 6k + 2, unde k € N), in loc de A={x|x = 6k + 2, k € N}, vom
scrie, mai simplu, A ={6k + 2 | k € N}.

Pentru o multime finitd, avand un numar relativ mic de elemente, enumerarea elementelor intre
acolade sau utilizarea unei diagrame Venn-Euler oferd o imagine rapida asupra multimii date.
In schimb, multimile infinite se scriu indicand forma generala a elementelor care le compun.
Astfel, multimea multiplilor intregi ai unui numar natural n se scrie: M, ={kn | k € Z}.

Multimea numerelor rationale se scrie Q={% a,beZ, b;tO} sau Q={im ‘meN, neN*}.
n

Scrierea unei multimi date identificand o proprietate comuna a elementelor
Consideram multimile:

a A={1,3,9, 27,81} b B={0,1,4,9, 16, 25, 36}; c C={-4,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, 4}.
Vom identifica, pe rand, cate o proprietate comuna a elementelor fiecarei multimi.

a Seobservacal=3%3=31%9=32%27=23%si81=23% Asadar:
A={x|x=3keN, k<4}={3|k e N, k<4}.

b Numerele O, 1, 4, 9, 16, 25 si 36 sunt patrate perfecte, mai precis patratele numerelor
0,1,2,3,4,5si6.In consecinta:
B={x|x=k? k e N, k<6}.

¢ Elementele multimii sunt numerele intregi mai mari decat —5 si mai mici decat 5 (sau mai mari
sau egale cu —4 si mai mici sau egale cu 4). Ca urmare:
C={xeZ|-5<x<5}={xeZ|-4<x<4}.
Folosind proprietatile modulului, putem scrie si C={x € Z | [x| < 5} sau C={x € Z| |x| < 4}.

Enumerarea elementelor unei multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor
Fie multimea D = {k + k? | k e N, 2 <k < 5}. Elementele sale sunt numerele naturale x care se obtin
prin adunarea unui numar natural k, 2 < k < 5, cu patratul sau. Astfel, avem:

e pentruk=2:x=2+22=6; e pentruk=3:x=3+32=12;

e pentruk=4:x=4+42=20; « pentruk=>5:x=5+52=30.

In concluzie, D =1{6, 12, 20, 30}.

Studiul apartenentei unui element la o multime definita printr-o proprietate a elementelor
Consideram multimile A ={x|x =3k + 2, k e N} si B={x|x=2t+1, t € N}. Se pun problemele:

a Care dintre numerele naturale 122, 321, 305 apartin multimii A, respectiv multimii B?

b Care sunt elementele comune multimilor A si B?
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a Observamca122=3-40+2,deci122 € A. Lafel,127=2-63 +1, adica 127 e B.
Presupunand ca 122 e B, ar trebui sa existe t € N astfel incat 2t + 1 =122, absurd, deoarece
2t + 1 este numar impar, iar 122 este par. Asadar, 122 ¢ B.

Analog, presupunand ca 321 € A, ar rezulta ca exista k e N astfel incat 3k + 2 =321, adica
319

3k=319, de unde k == = 106%, care nu este numar natural. Rezulta ca 321 ¢ A.
Deoarece 305=3-101+2=2-152+1, deducem ca 305 € A si 305 € B, adica 305 € An B.
b Fie x un element comun multimilor A si B, ales arbitrar. Atunci exista k, t € N astfel Tncat
x=3k+2six=2t+1, deci 2t =3k + 1. Ca urmare, 3k + 1 este numar natural par, deci k este
impar, adica are forma2p + 1, p € N, de unde rezultaca x=3k+2=32p+1)+2=6p +5.
Asadar, daca x € A n B, atunci x are forma 6p + 5, p € N. Observand ca:
6p+5=3-(2p+1)+2ecA si 6p+5=3-(3p+2)+1eB,
rezulta ca orice numar de forma 6p + 5, p € N se afla atat in A cat si in B, deci
AnB={x|x=6p+5,peN}

1.2. Reuniunea, intersectia si diferenta a doua multimi. Aplicatii

Ne reamintim ca intersectia a doua multimi A si B, notata prin AN B,
este multimea formata cu elementele comune ale multimilor A si B.

Putem defini multimea A n B folosind proprietatea elementelor sale

de a apartine atat multimii A, cat si multimii B. Asadar:
AnB={x|xeAsixeB}.

Analog, elementele reuniunii A U B au proprietatea ca apartin fie lui A,

fie lui B, deci:

AUB={x|xeAsauxe B}
Similar, putem defini si diferenta a doua multimi printr-o proprietate comuna a elementelor:

A\B={x|x e Asix ¢ B} sau B\A={x|xeBsix¢A}L

Se Tmpart elevii in patru grupe. In fiecare grupa se alege un purtétor de cuvant.
Fiecare grupa primeste o coala de carton pe care sunt scrise multimile:

Grupal: A={xeN|5<x<11} Grupa2: A={x e N|16<x<21}
B={x e N|8<x<15}. B={x e N|12<x<24}.
Grupa3: A={xeN|2<x<8} Grupad: A={xeN|7<x<13}
B={xeN|9<x<14}. B={xeN|12<x<18}.

Cerinte comune:
Scrieti multimile A si B prin enumerarea elementelor si reprezentati-le cu ajutorul diagramelor.

Determinati multimile AnB,AuB,A\BsiB\A.

Scrieti fiecare dintre multimile AnB, AuB, A\ B si B\ A folosind o proprietate comuna
a elementelor, exprimata, acolo unde este posibil, sub forma unei duble inegalitati.

Cerinta specifica:
Determinati multimile EnFsiEUF,unde E={x e N|a<x<b}siF={xe N|c<x<d}iara,b,c,d
sunt numere naturale care indeplinesc conditia:
grupal: a<c<b<d; grupa2: a<b<d<gc;
grupa3: a<b<c<d; grupad: a<c<d<b.

Cerintele se rezolva pe coala de carton primita, in timp de 15 minute. Dupa Tndeplinirea sarcinilor,
fiecare purtator de cuvant expune in fata clasei activitatile efectuate si modul de rezolvare.

Se dezbat rezultatele obtinute la cerinta specificd, in functie de ordonarea numerelor a, b, c, d.
Suplimentar, se studiaza cazurile in care unele dintre numerele q, b, c, d sunt egale.
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Probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1 Multimea F contine triunghiuri, cercuri si patrate, care pot fi pline sau goale, colorate
cu albastru, rosu sau cu verde (figura 1). Reprezentati cu ajutorul unor diagrame
Venn—Euler multimile:

a A={x e F|xeste triunghi}; b B={y e F|yeste verde};
ch{Ze]—"|zesteplin}; dD:{ue]-"|ueA$iueB§iUGC}.
Rezolvare

a b c d
‘ ‘ @ Q o

2 Scrieti urmatoarele multimi cu ajutorul unei proprietati comune elementelor lor:

a A={40, 31, 22, 13}; b B={6, 25, 56, 6:/7, 142} :
¢ C={10, 15, 20,..., 95}; d D={-4,-2,-1,1, 2, 4}.
Rezolvare

a Elementele multimii A sunt toate numerele de doua cifre care au suma cifrelor egala cu 4: A ={abla+b=4}.
Putem scrie multimea A si sub forma: A={9n+4 lneN,1<n< 431,

b Numerele 45, 56, 6/7 auforma nvn+1, unde n < {4, 5, 6}. Observand ca 6 =34 si 1442 =748,

putem scrie B={nJn+1|neN,3<n<7}.

¢ Elementele multimii C sunt toate numerele divizibile cu 5 formate din doua cifre. Utilizand faptul ca orice
numar ntreg divizibil cu 5 este de forma 5k, unde k € Z, obtinem C = {5k |k e N,2<k<19}.

d Multimea D contine toti divizorii intregi ai lui 4, deciD={n € Z| 4 : n}.

3 Precizati valoarea de adevar a propozitiilor:
a P \7e{x|1<x<3, xeR}; b P-4 ¢ {x|Ix|<6,x e N} ¢ P,:237 e {x|x=k? k e N}.

Rezolvare

a Propozitia P, este adevarata, deoarece 1= V1<7<\9=3.

b Deoarece{x e N||x| <6,x e N}={0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, propozitia P, este adevéarata.

¢ Deoarece 15% <237 <162 numarul 237 nu este patrat perfect. P, este o propozitie falsa.

4 Aratati ca elementele multimii C={x|x = 6k + 13, k € N} dau restul 1 la impartirea cu 3.

Rezolvare
Un element oarecare al multimii C este de formax=6k+13=3-2k+3-4+1=3.-(2k+4) +1.
Din teorema impartirii cu rest, rezulta ca restul impartirii lui x la 3 este 1.

5 Se considera multimile A = {x|7<x<a,x,aeN} siB={x |x:5,xeN}L Determinati toate numerele naturale a
pentru care multimea A N B are 20 de elemente.

Rezolvare

Elementele comune celor doua multimi sunt multipli de 5 mai mari ca 7, cel mai mic element comun fiind
10=5- 2. Cele 20 de elemente ale multimii A n B sunt 20 de multipli consecutivi ai lui 5 Tncepand cu 10, adica
numerele de la5-2 la 5 21. Asadar, An B={10, 15, 20,..., 105}, deci a > 105. Presupunand ca a > 110,
arrezultacd 110 € A N B, adicd A n B ar avea cel putin 21 de elemente. In concluzie, a < 110, de unde rezulta
caa e {105, 106,107, 108, 109}.
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Probleme propuse

1 Se considera multimile A={x € Z| -3 <x<4}siB={z e Z||z| < 2}.
a Reprezentati multimile A si B cu ajutorul diagramelor Venn-Euler.
b Reprezentati elementele multimii A x B={(a, b) | a € A, b € B} intr-un sistem de axe ortogonale xOy.

2 Scrieti multimile de mai jos folosind o proprietate comuna a elementelor lor:
a A={0,7,14,21,28}; b B=1{0,4,8,12,16, 20,...}; c C={1,5,9,13,17, 21,...}.

3 Fie multimea M ={—2,(6); 0; 24/3; ﬂ;—%; \/%} Scrieti, prin enumerarea elementelor, multimile:

aA={xeM|x>0} bB={X€M|XEQ}; c C={xeM|xez} d D={xe M|x<-3}

4 Se considera multimile A ={x|x = 6k + 3, ke Z} si B={x|x = 3k, ke Z}.
a Scrieti cate trei elemente din fiecare multime.
b Verificati daca numerele 112, 204 si 333 apartin celor doua multimi.
c ArataticiAcBsiBzA.

XEN*,Xﬁzo} si B={X+1
X+3

5 Se dau multimile Az{ X
x+1

XEN,XSZO}.

a Stabiliti cate elemente au multimile A si B.
b Comparati produsul elementelor multimii A cu produsul elementelor multimii B.

6 Determinati multimile:

aA={(x,y)erZ|xy+5=0}; b B={(x,y)eN><N|2x+5y=40};
c C={xy eRxR|x+2y=9$i 2x—y=28}; d D={(x,y) € ZxZ|xy+3x+3y=12}.
7 Determinati numarul elementelor multimilor:
a A={abcla+c=3}; b B={abeN|a<h}; ¢ C={zeZ|lz|<18)};  d D={x|x*<11, xeZ}

8 Stabiliti care dintre multimile A={x e N |1<x <2100 siB={x e N | 2100 < x <201} are mai multe elemente.

9 Se considera multimile A={1, 4, 7,10, 13,...}, B=1{2, 5, 8,11, 14,...} si C={k? | k € N}.
a Scrieti multimile A si B cu ajutorul unei proprietati comune elementelor lor.
b Identificati cele mai mici cinci elemente ale multimii A n C.
¢ Aratati ca multimile B si C sunt disjuncte.
d DemonstraticaAnB=y.

AUTO 1 Scrieti cu ajutorul unei proprietati comune a elementelor lor, multimile:
evaluare a A={0,1,8,27,64,125}; b B={6,12,18,24,30}; ¢ C={-30,-25,-20,-15}. (3p)

2 Se considera multimile A={x e N|x2< 25}siB={xe N | 2x < 25}. Stabiliti valoarea de adevar
a fiecareia dintre urmatoarele propozitii:

a P:AcCB, b P,BcA;, ¢ P;:A=8B. (3p)
S . 2x-5
3 Determinati multimea M={xeZ A eN ¢ (3p)
X+

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.
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Lectia 2: Intervale numerice si reprezentarea lor pe axa nhumerelor;

Cuvinte
cheie

Utilitate

intersectia si reuniunea intervalelor

- interval de numere reale - interval deschis - interval inchis
- interval marginit - infinit - interval nemarginit
- reprezentare geometrica - intersectie * reuniune

Fenomenele sau procesele din viata de zi cu zi se deruleaza deseori
intre anumite limite. In vorbirea curentd, spunem ca un astfel de
eveniment (proces, fenomen) se desfasoara intr-un anumit interval,
definit de conditiile specifice evenimentului respectiv.

In timpul unei etape de raliu, o masina parcurge o distant& bine deli-
mitata (intervalul dintre start si sosire), intr-o perioada masurata cu
precizie (un interval de timp).

Evenimentele hidrologice desfasurate in amonte determina ca nivelul
apei dintr-un rau sa se modifice Tntre anumite limite — astfel, nivelul
apei variaza intr-un anumit interval.

Sa observam ca toate aceste procese sunt continue: masina de raliu
nu poate ajunge de la start la sosire fara sa treaca prin toate punc-
tele de pe traseu, dupa cum nivelul apei nu poate creste de la 8 cm
la 12 cm fara sa fi ajuns la 9,12 cm, la 10,243 cm sau la orice alta
valoare cuprinsa intre 8 cm si 12 cm.

Pentru a studia astfel de procese, este nevoie sa descriem multimile de numere reale care, odata
cu orice doua valori ale lor, a si b, contin toate valorile intermediare cuprinse intre a si b.

2.1. Intervale numerice sireprezentarea lor pe axa numerelor

Mate
practica

De retinut

Meteorologia este disciplina care se ocupa cu studiul fenomenelor atmosfe-
rice si prognoza lor. Majoritatea activitatilor umane depind de conditiile
meteo, iar prognoza fenomenelor atmosferice ne ajuta in desfasurarea
acestor activitati.

Dimineata, la ora 6°, Rares observa ca termometrul arata -3 °C.

Masurand temperaturile din orad in ora, Rares obtine valorile:

600 700 goo 900 100 1100 1200 1300 1400
-3°C -2,2°C -1°C 1,5°C 3°C 4,2°C 6°C 74°C 9°C

In ce interval orar s-a atins temperatura de 0 °C? Dar cea de 5 °C?
Ce temperaturi s-au inregistrat pana la ora 14°?

Pe masura ce atmosfera se incalzeste, temperatura nu poate ajunge de la o valoare mai mica la una
mai mare fara sa treaca prin valorile intermediare.

Astfel, temperatura de 0 °C s-a atins intre ora 8° si ora 9%, iar cea de 5 °C intre 11° si 12°°,
Temperaturile inregistrate Tntre orele 6°° si 14° sunt cuprinse intre —3 °C si 9 °C sau, asa cum citeste
Rares Tn aplicatia Vremea de pe telefonul sdu mobil, sunt situate Tn intervalul de la-3 °C la 9 °C.

Un interval de numere reale este o multime I de numere reale cu proprietatea ca, pentru orice doua
numere reale a, b € I, cu a < b, orice numar real cuprins intre a si b apartine multimii I.
Cu alte cuvinte, o multime I = R este interval daca:

pentru orice a, b € I, a< b, siorice x € R astfelincat a <x < b, rezulta x e I.

Avand in vedere corespondenta dintre multimea numerelor reale si axa numerelor, intervalele
de numere reale se reprezintd geometric sub forma de segment, semidreapta sau chiar intreaga
axa (o dreaptd).
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Intervalele se clasifica in:
- intervale mdrginite — a caror reprezentare geometrica este un segment sau un punct;
e Intervale nemdrginite —a caror reprezentare geometrica este fie o semidreapta, fie axa numerelor.

In tabelul de mai jos sunt prezentate toate tipurile de intervale de numere reale, denumirile lor,
cat si reprezentarea geometrica a acestora pe axa humerelor.

Pentru a reprezenta geometric o extremitate a unui interval care apartine acestuia, se foloseste
un punct plin sau o paranteza dreapta, iar pentru capetele care nu apartin intervalului, se utilizeaza
un punct gol sau o paranteza rotunda.

Simbolurile —o (minus infinit) si +oo (plus infinit) nu sunt numere reale; acestea se utilizeaza pentru
a scrie intervale nemarginite de numere reale.

Intervale marginite

Reprezentarea geometrica Figura _ Definitia Denumirea
geometrica intervalului intervalului
= segment interval inchis:
a b ‘nchis [a,b]Z{XER|C[SXSb} a,be[a,b]
: segment interval deschis:
a b deschis (a,b)={x e R|a<x<b} abe(a,b)
- interval deschis la stanga
a b ” sesrﬁtigdnggtr:];is (@, b]={x e R|a<x<b} si inchis la dreapta:
ae(a,bl,be(a,b]
_ segment interval inchis la stanga
. b > : .« la,b)={xeR|a<x<b} sideschisladreapta:
semideschis aclab)belab)
Intervale nemarginite
Reprezentarea seometrici Figura Definitia Denumirea
P g geometrica intervalului intervalului

interval inchis la stanga:
a e [a, +©)

» semidreapta

nchisa l[a, +0) ={x e R|x>a}

interval deschis la stanga:

» semidreapta

-0 a +o0 deschisi (a,+0) ={x e R|x>a} a ¢ (a, +0)

» semidreapta interval inchis la dreapta:
—0 b *°  Inchisa (o0, b]={x € R [x<b} b e (-, b]

» semidreapta interval deschis la dreapta:
—® b +° " deschiss (b ={xeR[x<b} b ¢ (-0, b)
— J:o dreapta (o0, +0) =R multimea numerelor reale

Intervalele prezentate mai sus se numesc intervale nedegenerate (proprii).
Intervalul [a, a] se reduce la un punct (interval degenerat):
la,ad={x e R|a<x<a}={a}.

Notatiile [-o, a), [-x, a], [a, +0] sau (a, +] nu au sens.
Multimile notate (a, a), (a, a] sau [a, a) nu contin numere reale: (a, a) = (a, al =[a, a) = &.
Consideram multimile A={x e R|-3 <x<2};B={x € Z| -3 <x<2}; C={x e N| -3 <x < 2}. Dintre
acestea, doar multimea A reprezinta un interval de numere reale; mai exact, A = (-3, 2].
Multimile B si C se obtin selectand numerele intregi, respectiv numerele naturale din A.
Cu alte cuvinte, multimea B este intersectia intervalului (-3, 2] cu multimea numerelor intregi:

B=(-3,21nz={-2,-1,0,1, 2}.
Analog, C=(-3,2]nN={0, 1, 2}.
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Exemple 1 Consideram urmatoarele multimi de numere reale, definite printr-o proprietate a elementelor:

aA={xeR|-2<x<3} b B={xeR|-4,5<x<2}; c C={XER —%Sx<g};
d D={XER|\/§<X}; e E={xeR|-4,5<x}; f F={X€R|XS\/§}.
Dintre acestea:

A, Bsi Csunt intervale marginite: A= (-2, 3), B=[-4,5; 2], C =[—%,%J;

D, Esi F sunt intervale nemarginite: D=(2,+®), E=[-4,5; +), F =(—o0,/3].
2 O multime de numere reale reprezentata pe axa numerelor printr-un segment este un interval

marginit:
B 0] A _ @ 0] D _
=2 0 2 -2 0 1,5
Multimea reprezentata prin segmentul inchis [BA] Multimea reprezentata prin segmentul deschis (CD)

este intervalul inchis [-2, 2]. este intervalul deschis (-2; 1,5).

3 O multime de numere reale care se reprezinta pe axa numerelor sub forma unei semidrepte este
un interval nemarginit.

P 0O 0 - S 0 R %
-35 3/2 - 2,4 1 g
Semidreapta deschisa (PQ este reprezentarea pe axa Semidreapta inchisa [RS este reprezentarea pe axa
aintervalului (-3,5; +0). aintervalului (—oo, 1].
e 2 - . . sl . 8
Cultura In muzica, un interval este raportul dintre Tnaltimile a doua - 7
peisneresl  note. Intervalul muzical constituie elementul de constructie 5
~ . o . . o o % o 4
fundamental in orice alcatuire melodica sau armonica, iar 3
. o ~ ~ . . 17 I il |
muzica pe care o ascultam nu este altceva decat o insiruire, fy—F=2=——+ S > i
. . . . . D
interesanta si creativa, de intervale muzicale. T I I IV V VI VII VI

2.2. Intersectia si reuniunea intervalelor

Situatie Lunea, elevii clasei a VIII-a A dintr-o scoala au orein interva- aVIII-a A aVIII-aB

oJels]CTEM  Lul orar 8—13, iar elevii clasei a VIII-a B au ore de la 9 la 14. . .
8:00 | Istorie

a In ce interval orar au fost prezente in acelasi timp la 9:00 | F - Encloss
cursuri ambele clase? : ranceza ngleza

b In ce interval orar au fost prezenti la cursuri elevi de ~ 10:00 | Matematica | Romana

clasa a VIII-a? 11:00 | Fizica Matematica
Asociem perioadelor de timp petrecute la scoala de cele 12:00 | Desen Muzici
doua clase intervalele [8, 13], respectiv [9, 14]. 13:00 Geografie

Intrucat intervalele sunt multimi de numere, putem efec-

.. . . . . 14:00
tua cu acestea operatiile de intersectie, respectiv reuniune.

Cele doua clase au fost simultan la cursuri de la ora 9 la ora 13. Asadar, [8, 13] n [9, 14] =[9, 13].

Elevi de clasa a VIII-a, fie de la o clasa, fie de la cealalta, se afla in scoala ntre orele 8 si 14.
Putem scrie [8, 13] U [9, 14] =8, 14].

PNl Se considera doua intervale de numere reale, I si J. Atunci:

« multimeaIuJ={x|x e I sau x € J} se numeste reuniunea intervalelor I si J;

« multimeaInJ={x|x e Isix e J} se numeste intersectia intervalelor I si J.

Pentru determinarea intersectiei si a reuniunii a doua sau a mai multor intervale, se poate utiliza
reprezentarea lor geometrica pe axa numerelor.
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Exemplu Fie intervalele I =[-1, 3] si J= (1, 4). Pentru a determina multimile I n J si I U J, parcurgem pasii:

Pasul 1: Reprezentam pe axa numerele -1, 3, 1 si 4 (capetele intervalelor I si J) si obtinem
punctele C(-1), D(3), E(1) si F(4).
Intervalului I'li corespunde, pe axa, segmentul inchis CD, iar lui J7i corespunde segmentul
deschis EF. Marcam corespunzator aceste intervale pe axa numerelor.

© E D F
[ ( 1 ) >
= C T j| 7 =
-1 0 1 3 4
Pasul 2: Hasuram segmentul CD intr-un anumit sens si segmentul EF in alt sens.
© E D F
L RN >
= C ¢ ] 7 T
-1 0 1 3 4
Pasul 3: Intersectia intervalelor I si J este multimea punctelor hasurate Th ambele sensuri:
InJ=(1, 3].
Reuniunea intervalelor I si J este multimea punctelor hasurate cel putin o data.
TuJ=[-1,4).
Intersectia a doua intervale poate fi:
un interval un punct multimea vida
(2,6) " (-1,4)=(2,4) [0,2] n[2,5]={2} -2,1)n(2,4)=92
[-2,3]n[1,0)=[1,3] (-1, 11N [1, ) ={1} (-0, 2)N[2,4]=0
Reuniunea a doua intervale poate fi:
un interval o multime care nu este interval
[0,2] U [2,5]=I0, 5] (-2,1)u (3,5
(-0, 1) U (0, 4) = (-0, 4) (=00, 1] U [3, )
(-0, 5) U (-1, 0) =R [0,4] U (8, )

Folositi reprezentarile grafice ale intervalelor pe axa numerelor pentru a efectua operatiile
cu intervalele indicate Tn exemplele de mai sus, punand Tn evidenta legatura dintre:

- operatiile de intersectie si de reuniune a intervalelor;

- intersectia si reuniunea segmentelor sau a semidreptelor.

Dati cate doud exemple proprii pentru fiecare tip de multime care poate fi obtinuta ca rezultat
al intersectiei, respectiv reuniunii a doua intervale.

2.3. Modulul unui numar real

Se imparte clasa in doua grupe, colegii de banca fiind in grupe diferite.
Fiecare elev trebuie sa scrie pe o foaie de hartie numere reale cu modulul mai mic sau egal cu 4,
respectand urmatoarele conditii:

Grupa 1: Grupa 2:
trei numere naturale; trei numere intregi negative;
trei numere rationale negative; trei numere rationale pozitive;
trei numere irationale pozitive. trei numere irationale negative.

Numerele scrise sunt prezentate la tabld, insotite de justificarile necesare.
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Ce observam?

Exista o multime finitd, alcatuita din numere naturale si intregi care au modulul mai mic sau egal
cu 4. In acelasi timp, exist4 o infinitate de numere rationale si irationale care au modulul mai mic
sau egal cu 4. Intuim ca numerele reale cu modulul mai mic sau egal cu 4 se afla in intervalul [-4, 4].
Intr-adevir, s ne amintim ca modulul unui numar real x este egal cu distanta de la originea axei
numerelor la punctul de abscisa x.

Un numar real x avand modulul mai mic sau egal cu 4 se reprezinta pe axa intr-un punct M cu OM < 4.

A’(I4) 0 M.(X) A (.4)

»
' o

|-4] =4 4] =4

Intrucat OA = OA’ = 4, conditia OM < 4 este verificatd dac& si numai dac& punctul M apartine segmen-
tului AA’. Deducem ca numerele reale x cu proprietatea |x| <4 sunt numerele din intervalul [-4, 4].

BN Se considera un numar real a, a > 0. Atunci:

1 {xeR|Ixl<a}=[-qa,d] 2 {xeR|Ixl<a}l=(-a,a)
—0 -a 0 a e - -a 0 a >
3 {x e R|Ix| > a}= (o0, —a] U [q, +x) 4 {xeR|Ix|>a}= (-0, —a) U (a, +)
—o -a 0 a > —o -a 0 a >
SCINLIEEN 2 {x c R|[x| <3}=(-3, 3); b {x e R|Ix|<6}=[-6,6];
¢ {x e R||x| >3}= (-, =3) U (3, +); d {X€R||X|Zﬁ}=(—w,—ﬁlulﬁ, +00);
e {x e R| x| >-1}= (o0, +0) = R; f {x e R||x| >0} = (-, 0) U (0, +x0) =R".

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1 Verificati daci numerele reale -4 ; 2,4; /3; 3,(6); % apartin intervalului I = (=3, 3).

Rezolvarea 1: folosind definitia intervalului
Un numar real x apartine intervalului (-3, 3) = {x € R| -3 < x < 3} daca verifica relatia -3 < x < 3. Vom compara
numerele date cu -3 si cu 3. Putem organiza datele intr-un tabel:

4
X -4 2,4 V3 3,(6) 5
4 15
compararea -4<-3 -3<2,4<3 _3<+3<9=3 3,(6) >3 —3<§<?:3
4
concluzia -4¢(-3,3) 2,4e(-3,3) J3e(=3,3) 3,(6) (-3, 3) ge(—3, 3)

Rezolvarea 2: folosind reprezentarea pe axa numerelor
Reprezentam intervalul I = (-3, 3) pe axa numerelor prin segmentul AB si numerele reale —4; 2,4; 3,(6); J3;

% prin punctele C, D, E, F, respectiv G.

c A (0] F D B E

\

G
4
-4 -3 = = o 1 V3224 3 30
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Se observa ca punctele G, F si D apartin segmentului AB, deci numerele g V3 si 2,4 apartin lui I.

Punctele C si E nu apartin segmentului AB, deci numerele —4 si 3,(6) nu sunt in intervalul I.
2 Determinati cel mai mic si cel mai mare numar natural din intervalul [2\/5, 4«/5].
Rezolvare
Deoarece 3=+9<+/12<+16=4 si V25 =5<+/32 =442 <36 =6, rezulti ca cel mai mic numar natural din
intervalul [24/3, 4+/2] este 4, iar cel mai mare numar natural din intervalul [24/3, 44/2] este 5.
3 Determinati elementele multimii A={x e N|6< x <~/223}.
Rezolvare
Pentru a determina cel mai mare numar natural din intervalul (6, \/ﬁ) vom Tncadra numarul 223 intre doua
patrate perfecte consecutive. Obtinem 14 = J196 <4223 <225 =15 ,deunderezulta A={7,8, ..., 14}.

4 Determinati multimile:

Ix| <2k d D={xeZ]||x|<2/5}.

a A={xeN||x| <3,7} b BZ{XEZ

IXI<%}; c C={xeN

Rezolvare
a A={xeN]|Ix|<3,7}=(-3,7; 3,77 nN={0, 1, 2, 3};

b B={XEZ

|x|<%}=[—%,%jmz=(—5,5; 5,5)Z = {5, ~4,~3,-2,-1,0,1,2, 3,4, 5};

¢ C={xeN||x|<5}=[-5,5]nN"={1,2,3,4,5}

d D={xeZ||x|<\B}=[5,VB]nZ ={-2,-1,1,2}.

5 Stiindcaxe (-2,3),ye (-3,5)six+ye(ab),a,beR, determinati cea mai mica valoare a lui b si cea mai
mare valoare a lui a.

Rezolvare
Avem x € (-2,3) & -2<x<3 (1) siy e (-3,5) & -3 <y<5(2). Adunand inegalitatile (1) si (2) termen
cu termen, obtinem -5 <x+y <8< x+y e (-5, 8), decia=-5si b=8.

Probleme propuse

1 Scrieti sub forma de interval multimile:

a {xeR|-3<x<5} b {xeR|-2<x<7} c {xeR|0<x<13} d {xeR|-4<x};

e {xeR|-1<x<8} f {xeR|5<x} g xeR|x<9} h {x e R|x<-5}.
2 Reprezentati pe axa numerelor intervalele:

a (-1, 5); b [2, 6; ¢ [=,2); a |1,252];

3 2
1 3

e ("5’ +ooJ; f (—o0,/5); g (E,ﬁj; h [242, +).
3 Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

p1: V5 e[2,6]; p2: %e(—l, 3); p3: 2,(3) € {2, 3}; pa: 2,36[2,2};

4
p5: 2\/5 ¢[2,3]; p6: Ee [1,2;1,3]; p7: x/ge {3\2/5, 3}; p8:11 e (-11, 11);

p9: —%e [-3,-2]; p1o0: le Fl} pil: \/E—\/E e [\/5, 0); pl2: \/7+\/§ e (—oo, 2\/5).

32
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4 Reprezentati pe axa numerelor:

a intervalul deschis la stangain —v2 si nemarginit la dreapta;
b intervalul inchis la dreapta h —4 si deschis la stanga in —6;
c intervalul inchis la stanga si la dreaptain 3 si 7;
d intervalul deschis la stanga in O si deschis la dreapta Tn 2.
5 Dati cate un exemplu de:
a numar natural din intervalul (=3,3+/3); b numar intreg din intervalul [—/7,2];
¢ numar rational din intervalul (%, %J, d numar irational din intervalul [2, 3].
6 Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
aZn (1,5 =0 b N (=2, +0); ¢ {=3,3}¢ [-3, 3]; d {%,%]m@=®
7 Copiati pe caiet tabelul alaturat si asociati fiecarei litere din coloana A A B
cifra corespunzatoare din coloana B, astfel incat numarul din dreapta
cifrei sa apartina intervalului din dreapta literei. 1 -3 a (0,11)
8 Copiati pe caiet si completati spatiile punctate, pentru a obtine propozitii _— b (-5,-3)
adevarate: ¢ (~o0, 4]
2 ’
. . . = . 3 0
a5el..,11]; b ... (1;7,25); c c €(0,..); d (-4, -1]
gl 4 -5 e [0, 3]
d..e(-5..); e a’e (-1, ..); f ge(...,...).

9 Determinati, In fiecare caz, reuniunea si intersectia intervalelor I si J indicate:
a I=(-x,2),J=[0, +0); b I=[-2,3],7=(0, 5); c I=[-1,2],7=[2, +x);

d I=(-0,9],7=3,+x); e I=(-%,8),J=(4,6);  I=(—/2,42), I=(—/3,47-1).

10 Se considera numerele reale x =|+/6 —3| si y=| J2-1]. Dati exemple de intervale I =[a, b], unde a si b sunt
numere reale cu b — a =1, astfel incat:

axel,yel bxelyegl cxegl,yel dxegl,yel
11 Determinati numarul real m, pentru care intersectia intervalelor [—oo, m;l} Si [2m5+1,ooj este o multime
cu un singur element.
12 Scrieti sub forma de interval multimile:
aAz{XeR|x2s3}; bB={X€R||X+1|S2}; ch{XeR||1—x|<1}; dDz{XeRHxI:x}.
13 Demonstrati ca |x + 3| + |1 — x| = 4, pentru orice numar real x e [-3, 1].
AUTO 1 Scrieti sub forma de interval multimile:
evaluare a A={x e R|-13<x<15} b B ={xeR|x>2} c C={X€R|\/§SXS2}. 3p)

2 DacaA=(-4,3)si B= {x € R‘ -1<x <%} , atunci precizati valoarea de adevar a propozitiilor:

a B={—1,%); b AnB=(-1, 3); CAUBz[_‘l’le)' (3p)

3
b Determinati multimile AnC,BuUCsiAnB. (3p)
Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.

3 a Reprezentati pe axa numerelor intervalele Az[—oo, —Ej Bz[%,\/gj si Cz[—%, +oo).



Ul Intervale de numere reale. Inecuatii in R

Lectia 3: Inecuatiide formaax+b>0(s,>,<),a,b e R

Mate
practica

inegalitate inecuatie coeficienti

necunoscuta solutie inecuatii echivalente

In practica, pentru a caracteriza situatiile descrise de o serie de valori
(si nu neaparat de o singura valoare), se folosesc inegalitati.

Un autoturism circula legal pe sectorul de drum pe care este montat
un indicator rutier pentru limitare de viteza, precum cel din imagine,
daca viteza sa (notata cu v) verifica relatia v < 80 km/h.

Pentru a fi admisa la o scoala de vara, Sonia trebuie sa obtina, dupa
patru teste, o medie de cel putin 90 de puncte din 100 posibile.
Media de admitere m verifica inegalitatea m > 90.

Daca la primele trei teste a obtinut 87, 93, respectiv 88 de puncte,
conditia pentru ca Sonia sa fie admisa se poate exprima printr-o noua
inegalitate: nota n a ultimului test trebuie sa satisfaca relatia:

87+93+88+n290.

Rezolvarea unor situatii practice impune deseori determinarea valorilor
unui termen variabil (o necunoscuta), care verifica o relatie matematica
exprimata printr-o inegalitate.

Pe partia de schi, inchirierea unui echipament costa 70 de lei, iar un
tichet de urcare cu telescaunul pana in varful partiei costa 8 lei.
Poate Rares sa inchirieze un echipament si sa cumpere 20 de tichete
de telescaun dintr-un buget de 200 de lei?

Care este numarul de coborari pe care le poate poate face Rares intr-o
zi petrecuta pe partie, cu acest buget?

Ce observam?

Pretul a n urcari cu telescaunul este de 8n lei, deci cheltuielile pentru o zi de schi (echipament + urcari)
seridica la 8n+ 70 lei.

Conditia de incadrare in buget se scrie 8n + 70 < 200.

Pentru 20 de urcari, vom verifica daca n = 20 satisface conditia obtinuta anterior.

Obtinem 8 - 20 + 70 < 200, adica 230 < 200, fals, deci Rares nu poate cumpara 20 de urcari.
Numarul de coborari (egal cu numarul de urcari), se gaseste observand ca relatia 8n + 70 < 200 este

echivalenta cu 8n <200 - 70, adica 8n <130. Deducem ca n s% ,deunden<16,25.

Calculele de mai sus corespund urmatorului rationament: dupa Tnchirierea echipamentului,
Rares dispune de 200 — 70 = 130 lei. Impartind suma ramasa la 8 (pretul unui tichet de telescaun),
obtinem 130 : 8 =16,25.

Cum numarul de tichete n este numar natural, Rares poate face cel mult 16 coborari.

3.1. Inecuatii de formaax+5h2>0(<0,>0,<0),undea,bh € R

De retinut

O inecuatie avand una dintre formele:

1ax+b>0 2 ax+b<0 3 ax+b>0 4 ax+b<0
unde a, b € R, a # 0, se numeste inecuatie de gradul I cu o necunoscutd. Numerele reale a si b
se numesc coeficientii inecuatiei, iar x se numeste necunoscuta sau variabila inecuatiei.
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In general, o inegalitate intre doud expresii algebrice In care apare un termen necunoscut se numeste inecuatie
cu 0 necunoscutd.

Un numar real se numeste solutie a unei inecuatii daca, prin inlocuirea necunoscutei cu acest numar in inecuatia
data, se obtine o propozitie adevarata.

A rezolva o inecuatie inseamna a determina toate solutiile sale. Aceste solutii formeaza multimea solutiilor
inecuatiei date si se noteaza, de regula, cu S.

Daca dupa o inecuatie in necunoscuta x urmeaza o precizare de forma x € M, aceasta indica multimea valorilor
admise ale lui x (sau multimea in care ia valori necunoscuta).

Exemple

Observatii

De retinut

1 Numarul real 2 este solutie a inecuatiei 3x — 9 < 0, deoarece Tnlocuind x cu 2 se obtine propozitia
3.2-9<0, care este adevarata.
2 Numarul real =2 nu este solutie a inecuatiei 4x + 5 > 0, deoarece propozitia 4 - (-2) + 5 > 0 este falsa.
3 Orice numar natural n verifica relatia 5n + 3 > 0, deci este solutie a ecuatiei 5x+ 3> 0, x € R.
Relatia 5n + 3 > 0, valabila pentru orice n e N, justifica si urmatoarele afirmatii:
- multimea solutiilor ecuatiei 5n + 3 > 0, n € N, este multimea numerelor naturale: S=N;
- multimea solutiilor ecuatiei 5n+ 3 <0, n € N, este multimea vida: S= .

Doua inecuatii definite pe aceeasi multime se numesc echivalente daca au aceeasi multime
a solutiilor. De exemplu, inecuatiile care se rezolva in R:

1) x-3>0 si (2) 2x-6>0
sunt echivalente, intrucat daca un numar real verifica inecuatia (1), atunci verifica si inecuatia (2)
si reciproc. Multimea solutiilor fiecareia dintre cele doua inecuatii este (3, +).
Pentru a rezolva o inecuatie, adica pentru a afla toate solutiile sale, vom folosi proprietdtile relatiei
de ordine, obtinand inecuatii echivalente cu inecuatia data.

Proprietatea relatiei de ordine Cum se aplica proprietatea

1 Dacaa<b,atuncia+c<b+c. Adunam acelasi numar in ambii membri ai inecuatiei.

2 Dacaa<b,atuncia-c<b-c. Scadem acelasi numar din ambii membri ai inecuatiei.

3 Dacda+c<b,atuncia<b-c. Trecem un termen dintr-un membru in celalalt,
Dacaa<b+c,atuncia—-c<b. cu semn schimbat.

a-c<b-c; Inmultim/Impartim ambii membri ai inecuatiei

4 Daciaa<bsic>0,atunci: = ©° _ i oalviielinet : A
b a:c<b:c. cuunnumar pozitiv, pastrand sensul inegalitatii.

a-c>b-c;  Inmultim/impartim ambii membri ai inecuatiei

o . .ooa
5 Dacaa<bsic<0,atunci: . . . . A . o
b a:c>b:c. cuunnumarnegativ, schimband sensul inegalitatii.

Remarcam faptul ca proprietatile indicate la 3 decurg din proprietatile 1 si 2. Proprietatile din tabel
raman valabile atunci cand se Tnlocuieste semnul < cu semnul < si se adapteaza corespunzator daca
n loc de < se utilizeaza semnele >, respectiv >.

Algoritm pentru rezolvarea inecuatiilor de formaax+b<0,x e R,undea,b e R, a0
Pasul 1: Il scadem pe b din ambii membri ai inecuatiei si obtinem inecuatia echivalenta ax < —b.
Pasul 2: Impartim ambii membri ai inecuatiei la numarul real a. Avem doua cazuri:

. b . b
a dacaa>0: x<—-——; b dacaa<0: x>—.
a a

Pasul 3: Scriem inegalitatea obtinuta sub forma unei relatii de apartenenta a lui x la un interval:

a dacaa>O0: Xe[—oo,—gj; b dacaa<O0: Xe(—£,+oo).
a a
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Multimea solutiilor inecuatiei ax + b < 0 este intervalul determinat la pasul 3:

a dacaa>0: 5=(—00,—§j; b dacaa<0: Sz[—g,-‘rw].

Inecuatiile de formaax+b <0, ax+b >0, ax+ b >0 (x € R) se rezolva In mod asemanator.

Exemple Inecuatia Pasul 1 Pasul 2 Pasul 3 Multimea solutiilor
4x+16<0 4x <-16 X< -4 X € (-0, —4) S = (-, -4)
2x—\/§30 2XS\/§ xsﬁ Xe —oo,ﬁ S= —oo,ﬁ
2 2 2
—6x+§>0 —6x>—E x<i Xe —oo,i S= —oo,i
7 7 42 42 42
9%x—-27>0 9x > 27 X3 X € [3, +0) S=1[3, +o)

In modelarea matematica a unor situatii practice este necesar uneori si studiem inecuatii
de forma ax + b < 0, pentru toate valorile lui a dintr-un anumit set de valori.

Daca printre aceste valori se gaseste si 0, pentru a =0, inecuatia ax + b < 0 devine Ox+ b <0,
iar multimea solutiilor depinde de valoarea de adevar a propozitiei b < 0.

Daca b < 0, orice numar real x verifica relatia Ox + b < 0, deci multimea solutiilor este S=R.
Daca b =0 sau b > 0, niciun numar real nu satisface conditia Ox + b < 0, deci S = .

Pentru a rezolva o inecuatie de gradul I intr-o submultime A a multimii numerelor reale, putem
rezolva mai intai inecuatia in multimea R, dupa care selectam din multimea solutiilor acele ele-
mente care apartin lui A (intersectam intervalul gasit cu A).

Sa rezolvam inecuatia 5x — 23 < 0 Tn multimea numerelor naturale (x e N). Avem succesiv:

5x-23<0&5x<23 < x<25—3 = xa(—oo,%j,deci S:(—oo,ZS—Bij:{O,l,Z,&Zl}.

Folosind proprietatile relatiei de ordine, putem rezolva si inecuatii reductibile la inecuatii de
gradul I, adica inecuatii care pot fi aduse la una dintre formele ax+ b >0, ax+b>0,ax+b <0
sau ax + b <0, can exemplele urmatoare:
Tx—-11<2x-6< 7x—-2x—-11+6 <0< 5x< 5, pentru care S = (-, 1);
2x -6 > x-4
5 g

O inecuatie de forma

< 32x-6)>25(x-4) = 6x-18>5x-20=x+2>0,cuS=[-2, ).

a .
<0 (respectiv<0, >0sau<0),undea, b,ceR,cua,b=0, este
c

reductibild la o inecuatie de gradul I. Tinand cont de regula semnelor, avem doua cazuri:

o . . a . <
daca a > 0, inecuatia <0 este echivalenta cu bx + ¢ < 0;
c

daca a <0, inecuatia <0 este echivalenta cu bx +c¢ > 0.

bx +c

Exemple

1 Pentru a rezolva inecuatia <0, sa observam mai Tntai ca numaratorul este pozitiv: 5 > 0.

3x-7

Inecuatia se scrie echivalent: 3x-7<0 < x <% & Xe (—oo, %) ,adica S =(—oo, %j
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2 Numaratorul fractiei din membrul stang al inecuatiei 5

2 <0 este negativ: —202 < 0.
X_

Succesiv, avem: <0 2x-18>0x>9 < x e (9, +0) & S=(9, +0).

2x-18

32>0
3 L>O = -5x+12>0< -5x>-12 < x<£<:>x<s —oo,E ,adica S= —oo,E .
—5x+12 5 5

3.2. Inecuatii de forma |ax + b| <csau |lax+b| <c

Gandire Fie ¢ > 0 un numar real. Din lectia precedenta ne amintim ca:

critica - multimea numerelor reale care verifica relatia |x| < ¢ este intervalul (-c, c);

- multimea numerelor reale care verifica relatia |x| < c este intervalul [-c, c].

Au loc echivalentele:

1 |x| < ¢ daca si numai daca -c <x<c; 2 |x| < c daca sinumaidaca-c<x<c.
Inecuatia |x| < ¢ este un caz particular al inecuatiei de forma |ax + b| < ¢, pentrua=1si b =0.

DENEHNTAE  Algoritm pentru rezolvarea inecuatiilor de forma |ax + b| <¢,x € R,undea, b,c e R,a#0,c>0
Pasul 1: Rescriem inecuatia |ax + b| < ¢ sub forma dublei inegalitati—c < ax+ b < c.

Pasul 2: Scadem b din fiecare membru si obtinem dubla inecuatie -c — b <ax <c — b.

Pasul 3: Impartim fiecare membru prin a, tinAnd cont de proprietatile relatiei de ordine:

—-c-b c-b . —-c-b c-b
<X< ; b dacaa<O0: >X > .
a a a a

a dacaa>O0:

Pasul 4: Scriem inegalitatile obtinute sub forma unei relatii de apartenenta a lui x la un interval:

a dacaa>0: XG(_C_b,ﬂj; b dacd a<O0: Xe(_c—b’_—c—bj.
a a a’' a
Multimea solutiilor inecuatiei |ax + b| < ¢ este intervalul determinat la pasul 4:
a dacda>0: S=(_C_b,ﬂj; b daci a <0 Sz(C—b’—c—b].
a a a .

Inecuatia de forma |ax + b| < ¢ se rezolva asemanator, solutiile fiind aceleasi intervale obtinute
pentru inecuatia |ax + b| < ¢, insa inchise la capete.

Exemple Inecuatia Pasul 1 Pasul 2 Pasul 3 Pasul4  Multimea solutiilor

3x-11|<9 -9<3x-11<9 2<3x<20 §<x<? xe(g,éj Sz(%’%}

[2x-17|<5 -5<2x-17<5 12<2x<22 %SXS% x e [6,11] S=[6,11]

|-4x+6]<7 -7<-4x+6<7 -13<-4x<1 i432xzi4 Xe[—%,%} S={—1,E}

CIEESRENT 1 Dacd c <0, inecuatiile |ax + b| < ¢ si lax + b| < ¢ nu au solutii.
De exemplu, inecuatia |3x — 11| < =11 nu are solutii, deoarece |3x — 11| > 0, pentru orice x € R,
jiar =11 < 0. Caurmare, S=¢.
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Daca ¢ =0, inecuatia |ax + b| < 0 nu are solutii, deoarece modulul

oricarui numar real este mai mare sau egal cu 0. In acest caz, S=@. "
Inecuatia |ax + b| < 0 se verifica doar in cazul |ax + b| = 0, deci are 'r‘f——' -
o b
solutie unica: S ={—— .
a

Considerand, de exemplu, inecuatia |7x — 21| < 0 si tindnd cont ca
|7x — 21| > 0, pentru orice x € R, obtinem |7x — 21| =0, de unde
7x—21=0, adica x = 3. Multimea solutiilor este S ={3}.

Care este cea mai avantajoasa metoda de a verifica daca mai multe numere reale sunt solutii
ale uneiinecuatii?
Considerati inecuatiile (1) 2x-1<3si (2) [2x - 1] < 3.
Lucrati in echipa cu colegul de banca, impartindu-va sarcinile de lucru, timp de 15 de minute, dupa
urmatorul plan:

5

Verificati, prin Tnlocuire directd, daca numerele -11, —- -1,0,2, \/3, 1+2 si 1-+2 sunt

solutii ale celor doua inecuatii.

Rezolvati inecuatiile (1) si (2) si verificati daca numerele anterioare fac parte din multimea
solutiilor.

Comparati rezultatele obtinute si corectati erorile aparute, daca este cazul.

Comparati avantajele si dezavantajele celor doua metode.

Exercitii si probleme rezolvate. Idei, metode, tehnici aplicative

1 Rezolvati inecuatiile:
4 5 4-x
a 3——x>——; b
3 2 5

Rezolvare
a Inmultind inecuatia cu 6, obtinem succesiv:

18 -8x>-15<-8x>-15-18 < -8x>-33 < x<3;3—3 = Xe(—w,%].

b 4;X+13X_1|‘10 S2b-X)+5<x-1<8-2x+5<x-1o-3x<-1l4 < sl o Xe E,+oo ;
5 2 10 3 3
. 1—X;4s§|~6 o 6-2(x—-4)<3x< 6—2x+8<3x< -5x<-14 < xz% @Xe[%,—i—oo).

2 Scrieti sub forma de interval multimea A={x e R|-11 < 2x+ 3 < 5}.

Rezolvare
-11<2x+3<5|-3e-14<2x<2|:2e-T<x<leoxe (-7,1) =A.

3 Suma dintre sfertul, treimea si jumatatea unui numar natural nenul este mai mica decat 2. Determinati numa-
rul natural.

Rezolvare

Notand numarul natural cu n, obtinem inecuatia LNELLPT Y Inmultind ambii membri cu 12, rezulta
4 3 2
3n+4n+6n<24,deunde n <i—g. Cum n este natural nenul, deducem can=1.

4 O banca ofera pentru depozitele pe un an o dobanda de 10%. Calculati suma minima (in lei, fara diviziuni
ale leului) pe care trebuie sa o depuna un client, astfel incat peste doi ani sa poata retrage 10000 de lei.



Lectia 3: Inecuatiide formaax+b>0 (<, >,<),a,b e R

Rezolvare
Notam cu x suma depusa si obtinem ﬁ Ex >10000 < x>8264,46.
’ ’ 100 \ 100
Clientul trebuie sa depuna suma minima de 8265 de lei.
Rezolvati inecuatia x-1 <1l,xeR,x=#3.
Rezolvare
X_1<1|—1 it a9 e L()(_3)<0 2 B en-Belene (-0, 3).
X — X — x-3 Xx-3

Probleme propuse

10

11
12

13

14

Verificati daca numarul 3 este solutie a urmatoarelor inecuatii:
x=5

a 11x-5<0; b
3

<0; c 4x-5>0; d —x+~+10<0.

Scrieti trei inecuatii echivalente cu inecuatia 5—320.

Rezolvati inecuatiile:
a2x—-6<4,xeN; b 3x—6>9,x€{3,4,5,6,7}; ¢ 6+2x<4,xe[-3,0); d4x+8<4,xel.

Rezolvati inecuatiile:

a 11x-5<0; b XT_E'<O; c 4x-52>0; d —x+~+10<0.
Rezolvati in multimea numerelor naturale inecuatiile:
a 3x—-1<x+5; b 6x—11<3x+7, c 1-2x<4-x; d 2x-442<0.

Verificati, pentru fiecare dintre cazurile de mai jos, daca inecuatiile date sunt echivalente.

>0; b 4-2x<0si
x-1 —-2X

>0.

a 3x—1<0si
3

Precizati care dintre inecuatiile de mai jos este echivalenta cu inecuatia =3x — 4 < 0:
a 3x<4; b 3x>-4, c 3x-4>0; d 6x+8<0.

a Determinati cele mai mici trei numere naturale consecutive cu suma cel putin egala cu 202.
b Aflati cele mai mari trei numere naturale impare consecutive cu suma mai mica decat 149.

Se scade 3 din jumatatea unui numar natural n si se obtine un numar mai mic decat 2. Determinati numarul
natural n.

George executa serii de cAte 30 de aruncéri la cosul de baschet. in primele trei serii a inscris
de 21, 26, respectiv de 19 ori. Care este numarul minim de cosuri pe care trebuie sa le
inscrie Tn a patra serie, pentru a avea o medie de cel putin 23 de aruncari reusite pe serie?

Aflati numarul natural n stiind ca numerele 4n + 2, 6 si 8 sunt lungimile laturilor unui triunghi.

Masurile unghiurilor unui triunghi sunt mai mici sau egale cu 60°. Aratati ca triunghiul este
echilateral.

Aflatim e R, astfel incat punctul M(5m — 2, 1 — m), din planul dotat cu un sistem ortogonal de axe xOy, sa fie:
a sub axa Ox; b la dreapta axei Oy.

Determinati multimile:

a A={XER‘%<3X—1<5}; b B={xeN|-3<4x-11<9};

c C={xeZ|-12<2x+4<16}; d D={xeZ"||x-2| <3}
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16

17

18

Ul Intervale de numere reale. Inecuatii in R

Fie intervalele I = (-0, m + 3) siJ=[2m — 7, »), unde m e R. Aflati valorile lui m pentru care:
alnJ=7; bInJ=d.

La un concurs de matematica, de tip grild, sunt 20 de intrebari. Pentru fiecare raspuns corect se acorda
5 puncte, iar pentru fiecare raspuns gresit se scade 1 punct. Baremul minim de calificare la etapa urmatoare
este de 70 de puncte. Care este numarul maxim de raspunsuri gresite pe care poate sa le dea Matei,
astfel incat sa se califice mai departe?

Pentru fiecare dintre cazurile de mai jos, determinati numarul real a stiind ca:
a inecuatia |3x —al < 4 are solutia S =[—§, 2) ;

b inecuatiile 1 —x<asi 2x—1 > 0 sunt echivalente;
¢ reuniunea solutiilor inecuatiilor 2x + a > 4 si 3x — 10 < —4 este multimea numerelor reale.

Un grup de prieteni doreste sa inchirieze, pentru sase zile, o masina

pentru a vizita o statiune. O companie de inchirieri auto ofera doua

optiuni: 30 de lei pe zi, plus 4 lei pe kilometru parcurs, respectiv 60 de

lei pe zi plus 2,5 lei pe kilometru.

a Care optiune este mai avantajoasa, daca statiunea se afla la 150 km
distanta?

b La ce distanta maxima se poate afla statiunea de compania de
inchirieri astfel incat prima optiune sa fie mai avantajoasa?

Atentie! Masina trebuie adusa inapoi!

AUTO 1 Rezolvati inecuatiile:
evaluare 1 1
a X——>3; b 1-3x2>=; c 2x—-5<11.
2 3 (3p)
2 Rezolvatiinecuatia [3x—12| <3, x € Z.
(3p)

+n,

. o e < . 3-m -
3 Media semestriala la matematica se calculeaza dupa formula m =°T , unde m, este media

aritmetica a notelor din oral (cu doud zecimale exacte), n, este nota de la teza, iar rezultatul final

se rotunjeste. Notele din semestrul I ale Mariei la matematica sunt: 7, 8, 8, 9 si 10. Care este nota
minima pe care trebuie sa o ia Maria la teza, ca sa obtina media 9?

(3p)

Nota. Se acorda 1 punct din oficiu.



Proiect

Proiect
Identifica greseala

Aintelege modalitatea de rezolvare a unui tip de exercitii nu este Intotdeauna
sinonim cu rezolvarea corecta a acelor exercitii. In aplicarea directa a unor stra-
tegii de rezolvare apar erori. Invatam s& rezolvdm exercitii si insistdm mai putin
pe verificarea rezultatelor sau pe verificarea efectiva, pas cu pas, a rezolvarii.
Realizand acest proiect, veti invata strategii de evitare a greselilor ce pot aparea
in rezolvarea unor inecuatii. Proiectul se va derula pe parcursul mai multor zile
si se va realiza de catre cinci echipe de elevi.

Activitatea 1. Prezentarea unui material stimul de catre profesor
Unul dintre subiectele din cadrul unui test de la lectia Inecuatii, administrat in anii anteriori unei clase a fost:

O inegalitate echivalenta cu %>6 este: A x<1; B x> 30; c x>g; D x>1,; E x<30.

Elevii care au ales gresit varianta A au efectuat operatii diferite in cei doi membri ai inecuatiei: au inmultit cu 5
membrul stang si au scazut 5 din membrul drept si au si schimbat semnul inegalitatii; elevii care au ales in mod
corect variant B au efectuat Tnmultirea inegalitatii cu 5, obtinand astfel o ecuatie echivalenta; variantele C si
D au fost ales eronat deoarece s-au efectuat operatii diferite in cei doi membri ai inecuatiei. Cei care au ales
varianta D au schimbat sensul inegalitatii echivalente, cu toate ca au inmultit membrii cu numarul pozitiv 5.

Activitatea 2. Realizarea unei prezentari de catre fiecare grupa

Fiecare grupa va avea de realizat si prezentat un material care sa faca referire la o proprietate a relatiei de ordine,
insotita de doua exemple de aplicare corecta a acelei proprietati si doua exemple de aplicare incorecta.

Se poate folosi modelul:

,Proprietate: a<b,c>0=a-c<b-c.”

Aplicare corecta: 1 §<11<:>§-3<11~3 & X< 33; 2 2x<16 < 2x%<16% & x<8.

Aplicare incorecta: 1 §<11 o X.3511.3 & x>33; 2 2x<16 < 2x%<16.2 o x<32.

Activitatea 3. Propunerea de rezolvari ale unor inecuatii de catre fiecare grupa

Fiecare grupa va pregati pentru celelalte patru grupe rezolvarile a cate doua inecuatii. Fiecare inecuatie va fi
insotita de trei ,,rezolvari, dintre care doar una corecta. Fiecare grupa va analiza materialele propuse de catre
colegii din alte grupe, iar profesorul va consemna si valida justificarea alegerii rezolvarii corecte.

Se pot folosi modelele:

1 Rezolvatiin multimea numerelor naturale inecuatia: 2x — 1 < 4.

»,Rezolvarea 1: inecuatia se scrie echivalent: 2x<5 < x <g & S =[—oo, gj K

»Rezolvarea 2: inecuatia se scrie echivalent: 2x <5 < x <g & S= {0, gJ

»,Rezolvarea 3: 2x-1<4 < 2x<5& X <g; cum x este natural, obtinem multimea solutiilor: S=1{0, 1, 2}.

2 Rezolvatiin multimea numerelor naturale inecuatia: 1 — 3x < 7.
»Rezolvarea 1: inecuatia se scrie echivalent: 3x <6 < x<2 < S=(-x, 2).“
»Rezolvarea 2: inecuatia se scrie echivalent: -3x <6 ©x<-2<S5S=0.
»Rezolvarea 3: 1 - 3x < 7 < 3x> -6 < x> —2; multimea solutiilor naturale ale inecuatiei este: < S=N.“

Activitatea 4. Realizarea unui minitest de catre fiecare grupa F
Fiecare grupa va concepe cate un minitest format din patru inecuatii, pe care il va
propune spre rezolvare colegilor din celelalte echipe. Elevii vor corecta testele, L
vor identifica greselile si le vor utiliza la realizarea materialului de la activitatea 5.

Activitatea 5. Crearea unei baze de date cu greseli tipice
Fiecare grupa va realiza o ,,baza de date” cu greseli tipice intalnite in rezolvarea inecuatiilor si din greseli posibile
ce pot aparea din aplicarea incorecta a unor proprietati sau efectuarea eronata a unor calcule cu numere reale.
Dupa validarea de catre profesor, ,,baza de date” poate fi publicata on-line sau Tn revista scolii.



ul Intervale de numere reale. Inecuatii in R

Recapitulare si evaluare

11

13

15

16

Scrieti multimea A=1{0, 1, 4, 9, 16,...} cu ajutorul
unei proprietati comune elementelor ei.

Dintre numerele de mai jos, precizati care este ele-
ment al multimii A={x e Z| |x - 2| < 2}

a 2; b -2; c 4; d 0.

Precizati valoarea de adevar a fiecarei propozitii:
a (-0, 4) U (2, +0)=[2, 4),

b (—/2,3)n(0,5)=(0,3);

c [-3,11]u(12,14)=;

d (0,7)uUl1,9)=(0,9).

Determinati numarul elementelor fiecarei multimi:
a A={xeZ|Ix| <3}

b B={xeZ"|Ix| <3}

¢ C={xeZl|lx|<3+2};

d D={xeN||x|<~2}.

Scrieti multimile sub forma de interval:
a A={xeR|-2<x<11};

b B={xeR|x<+3};
c C={xeR|x<2}

d D={xeR|1<x<2}

Stabiliti daca numarul 173 se afla in intervalul

143 197

2 " 2
Stabiliti valoarea de adevar a fiecarei propozitii:
a Nc[-11, +x);

b (1,2)nQ=g;

(~2,43)cQ;

(4,5)n[4,5]=1{4, 5}.

o o0

2 Daca A=(-3,4) si B=[-1, 8), determinati AU B
SiIANB.

4 Dintre numerele de mai jos, precizati care nu este
element al multimii B={x € Z| |x| < 3}:

a 0; b 3; c —2; d 1.

6 Completati spatiile punctate pentru a obtine pro-
pozitii adevarate:
a 2,5e(2,..);

b ... e(2v2,33);

¢ Le(0,2:0,5).

8 Scrieti:
a un numar rational din multimea (3, 4);

b un numar irational din multimea [%%j

¢ un numar intreg din multimea (—3\/5, —2\/5);
d un numar natural din multimea (3\/5, 4\/5).

10 Scrieti intervalele sub forma de multimi folosind
o proprietate comuna elementelor lor:
a A=(-2,3];
b B=(,5);
¢ C=(-om,2];

D:[E,ﬁ]

2

o

12 Demonstrati ca numarul se afla in interva-

lul (3,24/3).

3+2\/§
2

14 Determinati numarul x e [-2; 1], pentru care

L:o,m)_
[x=1|+|x+2]

Asociati fiecarei litere din coloana A cifra corespunzatoare din coloana B astfel incat numarul din dreapta

literei sa apartina intervalului din dreapta cifrei:

A

a 2
b -3
c 4
d 1

Verificati, pentru fiecare caz, daca 3 este solutie
ainecuatiei:

6-X _11.

a

b X_X50. ¢ 3-%X<a.
2 3 5

(-3, 1]
(2,4)

(-3,0)
(2, 44)

A W N R

17 Verificati, pentru fiecare caz, daca —3 este solutie
a inecuatiei:
243

1 1
>0; b c
11-2x

xX=2 2—Xx

a <0.




Recapitulare si evaluare

18 Reprezentati pe axa numerelor intervalele:
11 7
— = b |2,5=| 2,+5].
: [3 2J ( 2] s
20 Scrieti sub forma de interval multimile:
a A={xeR|x=y+2,ye(-1,2)}
b B={xeR|x=2zz¢(-2,3)}
c C={xeR|x=2-tte (-2, 3)}
22 Determinati multimile:
a A={XER‘—1S2X3_1<5};
b B={xeR 1<3x+4<7 .
2 5
24 Scrieti:
a uninterval deschis la ambele capete;
b un interval inschis la ambele capete.
Testul 1
1 Se considera multimea A ={1, 2, 4}. Determinati
elementele multimilor:
(1p) a B={x x=a%b, a,beA};
ap) b C={yly=+ab, a,beA};
1 1
1p) ¢ D=3z|z=—=+——=, a,beA;}.
{ Ja b }
2 Scrieti sub forma de interval multimile:
(1p) a A={xeR|1,5<x<7}
(1p) b B={xe R|-1<x<0}
1p) c C={XER‘%<X}.
3 Rezolvati inecuatiile:
ap) a 3x-11<7;
1p) b |3x-11|<7;
-2
1 <0
S P

Se acorda 1 punct din oficiu.

19 Rezolvati inecuatiile:
a |[x-11|<3; b |3x+4|<5; ¢ |[x-3|<0.
21 Rezolvati inecuatiile:
a 6x—11>23;
b 4<3x+12;
c 3—X+1ZE.
2 3
23 Determinati:
a cel mai mare numar natural din intervalul (—o, 3\/§);
b cel mai mic numar natural din intervalul [4\/5, +00).
25 Scrieti:
a uninterval nemarginit;
b un interval marginit.
Testul 2
1 Se considera multimea A={0, 1, 2, 3,..., 47}.
Determinati elementele multimilor:
(1p) a B={x e A|x=2k k e N};
(ap) b C={y e A|y=5k k e N}
(p) ¢ D={zeA|z=2k+1,keN}L
2 Scrieti sub forma de interval multimile:
(p) a A={xeR||x+1|<3}
(p) b B={xeR||x-1|<2}
@p) ¢ C={xeR||x| <5}
3 Rezolvati inecuatiile:
(1p) a 2x+4>2;
(1p) b [2x+4|<2;
1p) =<0
we 2x+4

Se acorda 1 punct din oficiu.





