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apar
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in diverse surse informationale
Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice
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surilor de rezolvare pentru o situatie data
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Modelarea matematica a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite
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Cuvant-inainte

Aceastd culegere, prima dintr-o serie de carti a Clubului matematicienilor de excelenta,
s-a ndscut din dorinta autorilor de a oferi perspective noi si un real sprijin profesorilor
si micilor iubitori ai matematicii.

Drumul catre performanta in matematica este pasionant si plin de satisfactii si recom-
pense, iar cea mai mare dintre acestea nu este premiul pe care drumetul 1l poate primi
la un anumit concurs, ci bucuria célatorului atunci cand reuseste sa rezolve singur
o problema frumoasa. Iar aceasta se poate intampla dupa mai multe zile sau saptamani
de incercari, dupa abandonarea unor céi batute de altii, cand ai indrazneala sa schimbi
traseul si sa o iei pe o potecd abrupta.

Pentru a face performanta, micii iubitori ai matematicii au nevoie de indrumari atente.
Astfel, 1si pot castiga autonomia si pot depasi sabloanele de gandire. Ei trebuie ajutati
sa isi dezvolte abilitdtile si sa isi pastreze entuziasmul. Este ceea ce isi propune
culegerea de fata.

Autorii si-au folosit experienta acumulatd de-a lungul anilor pentru a stabili cu atentie
structura acestei carti, care contine peste o mie de probleme, alese cu grija, in confor-
mitate cu noua programa a clasei a V-a si cu cea pentru olimpiada, grupate in 30 de teme
si 36 de teste de evaluare. Temele prezentate au, acolo unde este necesard, o succinta
parte teoreticd si comentarii metodice, care subliniaza unele notiuni din programa
scolard sau chiar adauga cunostinte noi. La inceputul fiecéreia dintre teme se afla cateva
probleme semnificative cu solutii complete, menite s usureze rezolvarea setului de
probleme propuse, a testelor de etapa si a celor finale. In fiecare set, problemele sunt
prezentate gradat, pe niveluri de dificultate, de la enunturi care pot fi rezolvate la clasa
la enunturi preluate (sau adaptate) de la concursuri nationale sau internationale.
Problemele alese sunt foarte variate si sunt prezentate coerent, intr-o succesiune logica,
in functie de tipul de abordare indicat. Acestea nu pun accentul pe dificultati de calcul
(care pot fi depasite la clasd), ci pe ingeniozitatea si atractivitatea ideilor necesare pentru
a le putea rezolva. Testele de evaluare au structura celor de la concursurile scolare;
timpul de lucru recomandat pentru fiecare dintre acestea este de cel mult trei ore.

Pentru parcurgerea unora dintre temele din carte este nevoie de putine cunostinte teo-
retice, iar acestea le sunt accesibile si copiilor mai mici, asadar temele respective
(cu numerele 1, 2, 3, 4, 5, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 24 si 25) pot fi folosite cu succes
si de elevii de clasa a [V-a pasionati de matematica.



Elevii de clasa a V-a trebuie sa se obisnuiascd nu doar cu o altd abordare, ci si cu un stil
de redactare diferit de cel din ciclul primar; de aceea, toate solutiile problemelor sunt
detaliate. Este bine ca elevii sd apeleze la acestea doar dupa mai multe Incercari sau
pentru a-si verifica propriul rationament si propria modalitate de redactare.

Unele dintre problemele din carte sunt mici bijuterii matematice, in altele este nevoie
de informatii noi, pe care elevii le asimileaza parcurgandu-le. In unele cazuri prezentam,
in detaliu, solutii alternative, caci credem ca este bine ca micii pasionati de matematica
sd Invete sa aprecieze faptul ca pot exista idei diferite care sa conduca, la fel de riguros,
la acelasi rezultat.

Ca orice demers, si acesta este perfectibil, iar editiile urméatoare ale cartii vor fi mai
valoroase — cu ajutorul sugestiilor dumneavoastra, dragi cititori!

Ne dorim ca aceasta culegere sa contribuie la marirea si consolidarea frumoasei familii
a ubitorilor matematicii.

Autorii



1. Numere naturale

Probleme rezolvate

1.R.1 Fie a, b, c trei cifre pare nenule. Ordonati crescator numerele l%, %, b9c,
lbc, bla, 99¢ si 9la .

Solutie. Toate cele trei cifre sunt mai mari decat 1 si mai mici decat 9, prin urmare
1bc < bla < bac <b9c <91a <9ab <99c.

1.R.2 Eliminati cat mai putine cifre din numarul 56767754, astfel incat numarul ramas
sd coincida cu rasturnatul sau.

Solutie. Evident, trebuie eliminata cifra 4, obtinand 5676775. Din acest numar trebuie
eliminate macar inca doua cifre. In concluzie, vom elimina, in total, trei cifre, numarul
ramas fiind 56765, 57775 sau 57675.

1.R.3 Dispunem de cele trei cartonase din imaginea aldturata. Stabiliti
cate numere diferite de trei cifre se pot forma cu aceste cartonase.

Solutie. Cartonasele cu 9 se pot intoarce, obtinand cifra 6. Numerele ce se pot forma
sunt 998, 989, 899, 698, 689, 869, 896, 986, 968, 668, 686, 866, in total 12 numere.

1.R.4 Pe o tabla sunt scrise numerele 1, 2, 3, ..., 100. Cristi si Irina sterg, pe rind, nume-
rele de pe tabla, dupd urmatoarea regula: intai, Cristi sterge numerele de pe locurile
impare, apoi Irina sterge numerele de pe locurile pare din sirul rimas. In continuare,
Cristi sterge numerele de pe locurile impare din noul sir s.a.m.d. Care este ultimul numar
ramas pe tabla?

Solutie. Dupa ce Cristi sterge numerele de pe locurile impare, rdman 50 de numere: 2,
4, 6,...100. Irina sterge numerele de pe locurile pare si raman 25 de numere: 2, 6, 10,
..., 98. Cristi sterge numerele de pe locurile impare; raman 12 numere: 6, 14, 22, ...,
94. Irina sterge numerele de pe locurile pare si riman 6 numere: 6, 22, 38, ..., 86. Cristi
sterge numerele de pe locurile impare si raiman numerele 22, 54, 86, Irina il sterge pe 54
si raman 22, 86 si, in sfarsit, Cristi il sterge pe 22. Ultimul numar rdmas este 86.

1.R.5 a Cate numere de forma E au proprietatea E > 5 ?

b Determinati numerele xyz , stiind cd xyz > yxz sica intre cele doud numere sunt exact

89 de numere naturale.

Solutie. a Pentru x =1, trebuie sa avem z =1, y >2; existd 8 numere cu proprietatea
dorita. Dacd x =2 ,atunci z =1 iy este oarecare, sau z =2 gi y >3 ;existd 10+7=17
numere cu proprietatea data. Pentru x =3, avem z =1 si y este oarecare, sau z =2 si
y este oarecare, sau z=3 si y>4; gasim 2-10+ 6 =26 de numere cu proprietatea din

enunt.



Continuand, gasim:
8+(10+7)+(2:104+6)+(3-10+5)+(4-10+4)+(5:10+3)+(6-10+2)+(7-10+1)+
+8:10=396 de numere.

b Impunem conditia E—E =90, adica E—); =9, prin urmare x =y +1. Nume-

rele cautate sunt 21z,32z,43z,54z,65z,76z,87z,98z , unde z este o cifra arbitrara.

Probleme propuse

1.P.1 Un vecin al unui vecin al numarului 1001 este vecin al unui vecin al numarului
997. Despre ce numar este vorba?

1.P.2 Daca 49549 <495xy <49743 <4924t , aratatica x+y+z+t>13.

1.P.3 Diferenta dintre rotunjirea numarului 374439 la ordinul sutelor si rotunjirea
numarului 353567 la ordinul zecilor este 21150. Determinati cifrele a si b.

1.P.4 Notam cu max (a,b) pe cel mai mare dintre numerele a $i b si cu min(a,b) pe cel
mai mic dintre numerele a si b. Calculati max (4,max (3,5)) - min(max (2,3),min(5, 6)) )
1.P.5 Anul 1790 are proprietatea ca suma cifrelor sale este 17.

a Din ce secol face parte acest an?
b Cati ani din secolul respectiv, scrisi cu cifre arabe, au suma cifrelor 17?

1.P.6 Determinati cel mai mare numér natural cu proprietatea ca oricare doud cifre
consecutive formeaza un numar care se imparte exact la 23.

1.P.7 Determinati cifrele x, v, z, a si b, stiind ca (x + 1) . (y + 2) . (z + 3) =13ab .

1.P.8 Un numar de cel putin trei cifre distincte se numeste ondulat daca printre cifrele
sale exista trei cifre alaturate a, b, ¢ astfel incat fie a <b >c, fie a > b < c. Calculati

suma dintre cel mai mic si cel mai mare dintre numerele ondulate de patru cifre.

1.P.9 Se numeste palindrom un numar care coincide cu rasturnatul sau.
Mergand cu masina, cu viteza constantd, Adrian observa la ora 9:10 ca pe kilometrajul
de la bord apare numarul 12921. La ora 11:00, pe kilometraj apare urmatorul numar
palindrom. La ce oréd va observa Adrian a treia oara un astfel de numar?

1.P.10 Determinati numerele abcd pentrucare a<b<c<d si a-b=c+d.

1.P.11 Determinati toate numerele de cinci cifre cu proprietatea ca fiecare cifra, ince-
pand cu cea a zecilor, este strict mai mare decat suma cifrelor scrise la dreapta sa.

ONM 2008

1.P.12 Taiem zece cifre din numarul 3021302130213021, astfel incat numarul ramas
sa fie cel mai mic posibil. Care este numarul ramas?
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1.P.13 Se considerda numarul obtinut prin scrierea, unul dupa altul, a tuturor numerelor
de la 1 la 100. Aflati cel mai mare numar care se poate obtine stergand o suta de cifre.

1.P.14 Determinati cel mai mic numar natural care are produsul cifrelor egal cu 240.

1.P.15 Determinati cel mai mic si cel mai mare dintre numerele de trei cifre pentru care
cifra din mijloc este produsul celorlalte doua cifre. Cate astfel de numere exista?

1.P.16 Numarul abcba reprezinta codul unui seif pe care Maria doreste sa il deschida.
Fata stie ca suma cifrelor de pe locurile pare ale numarului este egald cu suma cifrelor
de pe locurile impare. Care este cel mai mare numar de incercari pe care trebuie sa le
facd Maria dacé are ghinion si nimereste mai intai toate combinatiile gresite?

1.P.17 Determinati cel mai mic si cel mai mare dintre numerele de 200 de cifre In a céror
scriere apare de exact o suta de ori cifra 1.

1.P.18 Fie x, y si z trei numere naturale nenule astfel incat x>3y—-2, z<y+2
si 3z > x +8. Stabiliti ordinea numerelor x, y siz.

1.P.19 Cate inegalitati de forma alb <8c2 putem scrie?

1.P.20 Se scriu, unul dupa altul, primele 100 de numere pare nenule, apoi urmatoarele
100 de numere impare: 24681012...200201203...399. Care este cifra de pe locul 399
in numarul astfel format?

1.P.21 Se considera numarul N =102003000...9900...0. Stabiliti pe a cata pozitie

99de0

a numarului N se afla cel de-al 100-1lea zerou al numarului.

1.P.22 Pe o tabla sunt scrise numerele 1, 2, 3, ..., 100. Lucian si Dana sterg, pe rand,
numerele de pe tabld, dupa urmaitoarea reguld: intdi, Lucian sterge numerele de pe
locurile impare, apoi Dana sterge numerele de pe locurile pare din sirul rimas. in con-
tinuare, Lucian sterge numerele de pe locurile pare din noul sir s.a.m.d. Care este ultimul
numar ramas pe tabla?

1.P.23 Pe ecranul unui calculator sunt scrise toate numerele de la 1 la 1000. Ana utili-
zeaza un program care sterge de pe ecran numerele care contin cifra 3. Cate cifre de 0
raman scrise pe ecran?

1.P.24 Pe o tabla este scris numarul 123. La fiecare pas, putem inlocui numarul de pe
tabla cu numarul care se obtine schimband intre ele locurile a doua cifre ale numarului
existent pe tabla in acel moment (de exemplu, din 123 putem obtine 132, dupa un pas,
dar nu si 312). Aratati ca dupa 123 de pasi nu se poate obtine numarul initial.

1.P.25 Pe o tabld este scris numarul 7654321. Avem voie sa efectudm urmatoarea trans-
formare a numarului scris pe tabld la un moment dat: alegem doua cifre alaturate,
scadem 1 din fiecare si le schimbam locurile. Care este cel mai mic numair ce se poate
obtine dupa efectuarea unor astfel de transformari?



2. Operatii cu humere naturale

Probleme rezolvate

2.R.1 Determinati numerele ale caror suma si produs sunt, ambele, egale cu 20.
Solutie. Deoarece 20=2-10-1-...-1=4-5-1-...-1=2-2-5-1-...-1, solutiile probemei
sunt: 2, 10, 1,1,...,1 sau 4,5, 1,1,...,1 sau2,2,5, I,1,...,1.
M —
8del 11del 11del
2.R.2 Aflati cifra unitatilor numarului 4=1-2-3-4-5-6-7-8-9-1-3-5-7-9.

Solutie. Descazutul contine factorul 5 si cel putin un factor par, deci are cifra unitatilor
0. Scazatorul contine factorul 5 si toti ceilalti factori sunt numere impare, deci are cifra
unitatilor 5. Rezulta ca ultima cifrd a numarului 4 este 5.

2.R.3 In dreapta unui numar natural de doua cifre scriem de incé doua ori acest numar.
De cate ori este mai mare numarul astfel obtinut decat cel initial?

Solutie. Fie ¢b numirul initial. Numarul nou obtinut este ababab = ab-10000 +

+E-100+%=E-10101, care este de 10101 ori mai mare decét cel initial.

Altfel: folosind algoritmul de impartire, avem ababab : ab=10101, rest 0.

2.R.4 Spunem ca un numar este complet dacd este suma a doi termeni, unul de cinci
cifre, celdlalt de patru cifre, iar scrierile celor doi termeni cuprind, Tmpreuna, toate
cifrele nenule. Daca M si N sunt doud numere complete, aratati cd M — N <90126.

Solutie. Cea mai mare valoare pe care o poate lua numarul M este 106173 (de exemplu,
pentru 97531+ 8642 ), iar cea mai mica valoare pe care o poate lua numarul N este
16047 (de exemplu, pentru 13579 + 2468 ). Rezultd ca M — N <90126.

2.R.5 Cate numere de forma abc au proprietatea ca 4 - bc=7-cb?

Solutie. Din 4(10b + c) = 7(10c + b) obtinem b =2¢. Cum b si ¢ sunt nenule (apar ca

prime cifre ale unor numere), avem patru modalitdti de alegere a perechii (b, c) . Pentru
fiecare astfel de pereche, cifra a poate fi aleasd in cate noud moduri, deci obtinem
4.9=36 de numere.

2.R.6 Prima cifra a unui numar natural de sase cifre este 6. Dacd se muta aceasta cifra
la sfarsit, se obtine un numar de patru ori mai mic. Aflati numarul.

Solutia 1. Avem 6abcde : 4 = abcde6 . Efectuam impartirea, folosind algoritmul uzual:
cum 6:4=1(rest 2), Inseamna cd a=1. Din 61:4=15(rest 1), rezultd b=35. Apoi,
615:4=153(rest 3), asadar ¢=3.

Deoarece 6153:4=1538(rest 1), deducem ca d =8. in sfarsit, din 61538:4=15384
(rest 2), gdsim e =4, iar 615384 :4 =153846 . Numarul cautat este 615384.
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Solutia 2. Numarul dorit este 6abcde = 600000+ N , cu N = abcde . Din datele proble-
mei, 600000+N =4-(10N +6). Rezultd cd N =599976:39 =15384, deci numirul
cautat este 615384.

2.R.7Fie a,b,c,d, x, y,z,t cifre astfel incat 0<a<b<c<d si dcha=abcd + xyzt .

Determinati toate valorile posibile ale sumei S = xyzt + tzyx .

ONM 2013

Solutie. Din dcba —abcd = xyzt ,cu a<d , obtinem t=10+a—d .

Daca b=c, atunci z=y=9 si x=d—-1-a, asadar x+7=9, y+z=18 si obtinem
S=1001(x+1)+110(y+x)=10989 . Dacd b<c,atunci z=9+b—c, y=c—b—1 si
x=d—a,prinurmare x+7=10, y+z=28,iar $=10890.

Probleme propuse

2.P.1 Un melc urca pe un stalp cu inaltimea de 4 m, pornind de la baza acestuia. Cat timp
soarele e pe cer, melcul urca 70 cm, dar noaptea adoarme si aluneca 40 cm. In a cata zi
ajunge melcul in varful stalpului?

2.P.2 Cosmin si Paul sunt doi curieri care trebuie sa distribuie niste materiale publicitare
locuitorilor de pe Strada Lunga. Ei pleaca de la biroul lor, aflat pe Strada Lunga,
la numarul n: Cosmin catre stanga, pana la numarul 26 al strazii, iar Paul catre dreapta,
pand la numarul 556 al strazii. Cei doi curieri lasa cate un pliant la fiecare numar al
strazii, numarul total de pliante distribuite de fiecare dintre ei fiind acelasi. Aflati nu-
marul 7.

2.P.3 In adunarea UNU + UNU = DOI, literele diferite reprezinti cifre diferite. Calcu-
lati suma numerelor UNU care verifica egalitatea.

2.P.4 Suma a 17 numere naturale distincte este 152.
a Aflati produsul numerelor.
b Determinati cele 17 numere.

2.P.5 Determinati cea mai mica si cea mai mare dintre valoarile posibile ale numarului
A =abc+ ach + bac + bca + cab + cba , unde a, b si ¢ sunt cifre nenule distincte.

2.P.6 a Aratati cd abcabc se imparte exact la 1001.
b Aflati catul si restul impartirii lui ababa la 101.

2.P.7 Determinati numerele naturale abc cu proprietatea ca abc=90-a+25-b.

2.P.8 Gsiti numerele naturale abcd pentru care abced +bed +cd +d =3000 .

2.P.9 Determinati numerele naturale abcd pentru care aaaa — bbb+cc—d =1234.

11



2.P.10 Suma a doua numere naturale M si N este 160. Daca stergem una dintre cifrele
lui M, se obtine numarul N. Aflati numerele M si N.

2.P.11 Determinati numerele naturale care, adunate cu suma cifrelor lor, dau rezultatul
78912.

2.P.12 Determinati numerele naturale care se micgoreaza cu 2017 atunci cand le stergem

ultimele doua cifre.
OJM 2017

2.P.13 Aflati numerele naturale de doua cifre care se mdresc de sapte ori atunci cand li
se adauga o cifra (ordinea cifrelor initiale nu se schimba).

2.P.14 Pe un raft sunt 11 pungi cu cate 5 bomboane. 10 dintre pungi contin bomboane
care cantiresc 10 g fiecare, iar bomboanele din cea de a unsprezecea punga sunt mai
usoare cu 1 g. Folosind un cantar cu afisaj, dorim sa determindm, din cel mult doua
cantariri, care este punga cu bomboane mai ugoare. Cum putem proceda?

2.P.15 La un turneu de fotbal in sala participa patru echipe. Se acorda 2 puncte pentru
o victorie, 1 punct pentru un meci egal si 0 puncte pentru o infrangere. Oricare doua
echipe joaci intre ele un singur meci. In clasamentul final nu exista echipe cu acelasi
numdr de puncte. Care este numarul minim de puncte pe care il poate avea echipa
castigatoare?

2.P.16 Pe o masa sunt 31 de cartonase, pe care sunt scrise numerele 1, 2, 3, ..., 31. Alex
si Bogdan isi aleg cate 15 cartonase si observa ca suma numerelor de pe cartonasele lui
Alex este triplul sumei numerelor de pe cartonasele lui Bogdan. Aflati numarul scris pe
cartonasul rdmas pe masa.

OJM 2016

2.P.17 Impartiti numerele naturale de la 1 la 32 in doua grupe, ambele avand acelasi
numar de numere si aceeasi suma a numerelor.

2.P.18 Sapte numere naturale cu suma 18 sunt agezate pe un cerc. Aratati ca existd doud
numere vecine pe cerc cu suma cel putin egala cu 6.

2.P.19 Constantin are 144 de bile, pe care le distribuie in patru cutii, respectand urma-
toarele reguli:

i numarul bilelor din prima cutie difera cu 4 de numarul bilelor din a doua cutie;

ii numarul bilelor din a doua cutie diferd cu 3 de numarul bilelor din a treia cutie;

iii numarul bilelor din a treia cutie difera cu 2 de numarul bilelor din a patra cutie;

iv In prima cutie se afla cele mai multe bile.

Care este numarul maxim de bile pe care Constantin le poate pune in a doua cutie?

2.P.20 Adunand doua cate doua patru numere diferite, cinci dintre cele sase sume care
se obtin sunt 5, 7, 8, 9 si 11, iar a sasea este egala tot cu una dintre aceste valori. Aflati
numerele.

2.P.21 Determinati cifrele distincte nenule x, y, z,¢,u siv, daca E =8-tuv.
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2.P.22 Koallo este un copil care locuieste in frumosul ordgel Oloko din Nigeria. Fiind
pasionat de matematica, el observa ca, daca inlocuieste cu cifre distincte literele K, O,
A, L si inmulteste numarul de cinci cifre corespunzator numelui orasului cu 11, obtine
numarul ce corespunde numelui sdu. Cu ce cifre trebuie inlocuite cele patru litere?

Concurs Canada

2.P.23 Reconstituiti inmultirea alaturata, stiind ca literele distincte a 3 b x
nu reprezintd, obligatoriu, cifre distincte. c d
e f 3 g
h i k
2 x y 3
2.P.24 Determinati cifrele a, b, ¢ si d, stiind ca cbba -abc = abcdba .
2.P.25 Reconstituiti impartirea:
®* % % % % % % . x x 1 = 8 & & &
% % %
= = = % % % %
% % % %

2.P.26 Numerele naturale n si 5n au, fiecare, numar par de cifre. Demonstrati ci in
scrierea lui n apare cifra 1.

2.P.27 Demonstrati cd suma numerelor abcde si edcba are cel putin o cifra para.

2.P.28 Spunem ca un an este foarte par daca scrierea sa este de patru cifre, toate pare.
a Determinati cea mai mare distanta posibila intre doi ani foarte pari succesivi.

b Este usor de observat ca distanta minima intre doi ani foarte pari succesivi este 2.
Care este a doua cea mai mica distantd posibila intre doi ani foarte pari succesivi?

Concursul Traian Lalescu, 2016

2.P.29 Numim o/impic un numar natural care poate fi scris ca suma de doud numere
naturale distincte avand aceeasi suma a cifrelor. Demonstrati cd printre numerele de
forma 99...9, neN", existd o infinitate de numere olimpice si o infinitate de numere
nde9
care nu sunt olimpice.
ONM 2012
2.P.30 Un numar natural 4 este scris cu » cifre nenule, n>1. Numadrul B se obtine din

numarul 4 prin rearanjarea cifrelor acestuia. Se stie cd 4+ B=100...0.
nde0

a Pentru n =3, dati exemplu de numere 4 si B avand proprietatile din enunt.
b Aratati ca n este numar natural impar.
¢ Demonstrati ca in scrierea lui 4 exista cel putin o cifra egala cu 5.

OJM 2013

13



3. Ordinea efectuarii operatiilor

Probleme rezolvate

3.R.1 Adugati paranteze astfel incat rezultatul calculului 7-3+5-3-2+8 -2 sé fie, pe
rand, 24, 103, respectiv 528.

Solutie. Avem: 7-(3+5)—3-(2+8)-2=24, 7-[3+(5-3)-2+8]-2=103, respec-
tiv [7-(3+5)-3]-(2+8)-2=528.

3.R.2 Stabiliti paritatea numarului (2a +3b+ 5) . (l +54+494+13+---+ 101) ,unde a si b

sunt doud numere naturale.

Solutie. Suma din ce-a de-a doua paranteza are 26 de termeni impari, deci este un numar
par. Prin urmare, produsul celor doua paranteze este par, indiferent de valorile nume-
relor a si b.

3.R.3 Elevii unei scoli au mers intr-o excursie. Fiecare copil are un anumit numar (nenul)
de bancnote de 10 lei: 453 de elevi au cel putin 10 lei, 320 au cel putin 20 de lei, 290, cel
putin 30 de lei, 164, cel putin 40 de lei, 137, cel putin 50 de lei, 115, cel putin 60 de lei,
99, cel putin 70 de lei, 81, cel putin 80 de lei, 40, cel putin 90 de lei, iar 25 au exact
100 de lei. Aflati ce suma au, 1n total, elevii participanti la excursie.

Solutie. Numarul elevilor care au avut exact 10 lei este 453—-320=133, numarul
elevilor care au avut exact 20 de lei este 320—290=30 s.a.m.d. Suma totala este

10-(453-320)+20-(320—290) +30-(290 —164) + 40-(164 —137) +50- (137 115 +
+60-(115-99)+70-(99 —81)+80-(81-40) +90-(40 - 25) +100-25=17240 lei .

3.R.4 Spunem ca unui numar # i se aplica o transformare interesanta daca n se inmul-
teste cu 2, apoi rezultatul se mareste cu 4; spunem ca lui n i se aplica o transformare
deosebita daca n se Inmulteste cu 3, apoi rezultatul se mareste cu 9; spunem ca lui n
i se aplicd o transformare minunatd daca n se inmulteste cu 4, apoi rezultatul se mareste
cu l6.
a Aratati ca existd un singur numar natural care, prin trei transformari succesive, una
interesanta, una deosebitd si una minunata, aplicate in aceasta ordine, devine 2020.
b Determinati numerele naturale care, in urma a doud transformari succesive diferite
dintre cele trei, devin 2014.

ONM 2014

Solutie. a Trebuie determinate numerele » pentru care 4[3(2n + 4) + 9] +16=2020.

Obtinem n=80.

b O transformare deosebitd are drept rezultat un numar care se imparte exact la 3, iar
una minunata are drept rezultat un numar care se imparte exact la 4. Numarul 2014 nu
se imparte exact nici la 3, nici la 4, prin urmare ultima transformare aplicatd nu poate
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fi decat una interesanta, aplicatd numarului 1005, care se obtine in urma primei transfor-
mari. Cum 1005 este impar, prima transformare nu poate fi decat una deosebita, iar
numarul initial este 332.

3.R.5 Determinati numerele naturale a si b pentru care ab+3a+2b=15.
Solutie. Avem a(b+ 3) +2b=15, de unde a(b+ 3) +2(b+ 3) =15+6=21, asadar

(a+2)(b+3)=21.Deoarece a+2>2 si b+323, obtinem cazurile:

.La+2=3si b+3=7,deunderezultacd a=1 si b=4;
II. a+2=7 si b+3=3, de unde obtinem solutia a=5 si b=0.

Probleme propuse

3.P.1 Stim ca avb=2a+3b+1 (de exemplu, 293=2-2+3-3+1=14).
Calculati (594)v3.

3.P.2 Determinati numerele naturale x si y pentru care
(1+2-x-y+7-5):(123—99)-5+13=23 .

3.P.3 Adaugati paranteze in relatia 1+2-3+x—4-5:6-7 =38, astfel Incat egalitatea

sa fie adevarata pentru x =4.

3.P.4 Adaugati paranteze, astfel incat egalitatea 1+2:3+4:5+6:7+8:9+10=11 sa
fie adevarata.

3.P.5 Folosind patru cifre de 2, operatiile aritmetice si paranteze, obtineti (pe rand)
rezultatele 0, 1, 2, 3, 4, 551 6.

3.P.6 Folosind 2001 cifre de 3, operatiile aritmetice si paranteze, obtineti rezultatul 37
in cel putin doud moduri.

3.P.7 Adaugati paranteze in expresia 3-17 +32:4 + 3, astfel Incat sa obtineti:
a cel mai mic numaér posibil;
b cel mai mare numar posibil.

3.P.8 Printre numerele 7353, 9674, 1942, 8741, 6496, 6431, 7896, 8286, 3764 si 5553
existd un intrus: acesta nu respecta relatia dintre cifre existentd pentru celelalte noua
numere. Determinati acest intrus.

3.P.9 Determinati valorile numarului natural »>3, stiind cd ultima cifrd a sumei
1-2+1-2-34+...41:2-3-...-n este 2.

3.P.10 Calculati: 101+97+93+...45-(99+95+91+...+3).

3.P.11 Calculati: (1+2—3+4+5—6+7+8—9+---+100+101—102):17.

3.P.12 Calculati: 1000-998 —998-996 +996-994 —-994-992 +...+8-6—6-4.

15



3.P.13 Consideram egalitatea 10203 o...0101=x, unde casutele pot fi completate

cu unul dintre semnele ,,+ “ sau ,,— . In plus, putem folosi paranteze pentru asocierea
termenilor. Decideti daca exista vreo modalitate prin care sa otinem rezultatul:
ax=2; b x=1.
3.P.14 Calculati:
a4d=9+99+999+...+99...9 bB=2+22+222+..+22...2.

— —

100de 9 100de 2

3.P.15 Numarul 4 are 30 de cifre, toate egale cu 3, iar numarul B are 90 de cifre, toate
egale cu 9. Cate cifre are produsul numerelor 4 si B?

3.P.16 Aritati ca (abed —E):1000+(@—J):100+(§—d):10+d >a+b+c,
oricare ar fi cifrele a, b, ¢ nenule si d cifra oarecare. Cand are loc egalitatea?

3.P.17 Produsul a doud numere este 432. Daca primul dintre ele se mareste cu 18, iar al
doilea se micsoreaza de doua ori, atunci produsul rimane neschimbat. Aflati numerele.

3.P.18 Se dau numerele a, b, c, astfel incat a(b+c)=180, c(b+¢c)=720 si c—a=9.
Aflati a+c.

3.P.19 Se considera numerele naturale a, b si ¢, astfel incat a+2b+3c=146 si
3a+2b+c=106. Calculati (2a + b) . (b + 20) .

3.P.20 Se considera numerele naturale a, b, c si d, astfel incit a+b=11, b+c=22,
iar ¢+d =33. Calculati (2a+5b+7c+4d):(a+d).

3.P.21 Determinati numerele naturale « si b pentru care ab + 5a +2b =20.

3.P.22 Aflati numerele naturale de trei cifre abc , cu proprietatea ca b cac=c-ab+10.

OJM 2014

3.P.23 Aflati numerele naturale de doua cifre ab, stiind ca ab= (a - b) . (E - 3) .

3.P.24 Se considera produsul P = ab-cd -e. inlocui‘gi cele cinci litere cu cifrele 1, 2, 3,
4, 5, folosind fiecare cifra o singura data, astfel incat produsul P sa fie maxim.

3.P.25 Fie n>2 un numdr natural. Spunem cd numarul natural a,a,...a, are proprie-
tatea (P) dacd aya,...a,=a,-a,-...-a, +a, +a, +...+a,. Determinati toate numerele

naturale care au proprietatea (P) .
ONM 2017
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4. Teorema impartirii cu rest

e Teorema impartirii cu rest
Daci a si b sunt doud numere naturale, cu b = 0, atunci existd si sunt unice numerele
naturale ¢ si r, astfel incat:

a=b-q+r sir<b. (*)

Observatii
1 In (%), a este deimpartitul, b este impartitorul, q este catul impartirii lui a la b, iar
r este restul acestei Tmpartiri.
Exemplu: In egalitatea 278 =13-21+5, catul impartirii lui 278 la 13 este 21, iar
restul acestei Tmpartiri este 5. De asemenea, catul impartirii lui 278 la 21 este
numarul 13, restul acestei Impartiri fiind tot 5.
2 In (%) este foarte importanti inegalitatea < b , care spune ca restul unei impdrtiri
este intotdeauna strict mai mic decdt impartitorul. Cu alte cuvinte, restul » din (*)
poate fi unul dintre numerele naturale 0, 1, ..., b—1.
3 Uneori putem folosi in probleme faptul ca restul si catul unei impartiri sunt unice.
De exemplu, in egalitatea x=17y+6,cu x, ye N, y#0, deoarece 6 <17, rezulta
ca restul Tmpartirii lui x la 17 este egal cu 6, iar catul impartirii este y.
Nu putem spune cé restul impartirii lui x la y este egal cu 6, fiindcéd nu stim daca
avem 6<y sau 6> y.

Probleme rezolvate

4.R.1 Aflati numarul natural n cu proprietatea ca suma cifrelor sale este egald cu 6, iar
catul Tmpartirii sale la 8 este 252.

Solutie. Folosind teorema Impartirii cu rest, obtinem »=8-252+r,cu reN, r<7.
Inlocuind 7 cu cifrele de 1a 0 la 7, deducem ca singura valoare convenabila este » =6,
pentru care n=2022.

4.R.2 Aflati numarul abc care indeplineste simultan conditiile:

i numarul impartit la suma cifrelor sale da catul 52 si restul 3;

ii cifra sutelor este suma celorlalte cifre;

iii daca schimbéam intre ele cifra sutelor cu cifra zecilor, obtinem un numar cu 450 mai
mic decat numarul initial.

Solutie. Folosind teorema impartirii cu rest, deducem ca abc= (a +b+ c) 52+3.

Inlocuind b + ¢ cu a in egalitatea precedentd, rezulti 100a +10b + ¢ =104a + 3, deci
10b+c=4a+3.

Apoi, 10b+c=4(b+c)+3 , de unde deducem cd 66 =3c +3, asadar c=2b-1.
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Din conditia a treia rezulta abc —bac =450 , deci ab—ba =45 , adica 9(a - b) =45,
Asadar a—b=5,deci c=5.Apoi, b=(c+1):2=3,iar a=b+c=8.

Numarul cautat este 835.

4.R.3 Cele doua cifre care alcatuiesc varsta bunicului reprezintd varstele celor doi nepoti

ai acestuia. Dacd impartim varsta bunicului la diferenta dintre varstele nepotilor sai,
obtinem catul 14 si restul 2. Aflati varsta bunicului si varstele nepotilor.

Solutie. Fie ab varsta bunicului si a, b, varstele celor doi nepoti. Avem situatiile:
I. ab=(a—b)-14+2. Obtinem 10a+b=14a—14b+2 siapoi 15b=4a+2.

Cum membrul drept al ultimei egalitati este un numar par, rezulta ca b este par. Dar
a<9, deci 15b=4a+2<38, asadar »<2. Dandu-i valori lui b in ultima egalitate,
deducem ca singura solutieeste b=2 si a=7.

Il ab=(b~-a)-14+2. Obtinem 10a+b=14b—14a+2 si apoi 24a—2=13b.

Cum membrul sting al ultimei egalitati este un numar par, rezultd ca b este par.
Inlocuindu-1pe b cu 0, 2, 4, 6 sau 8 1n ultima egalitate, nu obtinem nicio solutie.
Bunicul are 72 de ani, iar nepotii au 7 i, respectiv 2 ani.

4.R.4 Fie neN si sirul de numere naturale n+1,n+2,...,n+3001.

a Aratati ca, pentru n =1500, suma numerelor din sir este patratul unui numar natural.
b Determinati valorile posibile ale sumei resturilor obtinute prin impartirea la 3 a tuturor
numerelor din sirul dat.

Solutie. a Suma numerelor din sir este egald cu 30017+3001-1501= 3001(n + 1501).

Pentru » =1500, suma acestor numere este egala cu 3001°.
b Daca n=3k, cu k e N, atunci suma resturilor obtinute prin Impartirea la 3 a nume-
relor din sir este:

S=(1+2+0)+(1+2+0)+...+(1+2+0)+1=3001.
1000 grupe
Daca n=3k+1, cu k e N, atunci suma resturilor obtinute prin impartirea la 3 a numerelor
din sir este:

S=(2+0+1)+(2+0+1)+...+(2+0+1)+2=3002.
1000 grupe
Dacd n=3k+2,cu k N, atunci suma resturilor obtinute prin impartirea la 3 a nume-
relor din sir este:
S=(0+1+2)+(0+1+2)+...+(0+1+2)+0=3000.

1000 grupe

4.R.5 Fie numerele 1, 2, ..., 2030. Cu ajutorul acestor numere, formam toate tripletele
de numere consecutive posibile. Pentru un astfel de triplet, 7' = (a, a+l,a+ 2) , hotam

cu r(T) produsul resturilor obtinute prin impartirea la 4 a numerelor a,a+1La+2.
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a Care este valoarea maxima a lui r(T ) ? Dar cea minima?
b Se pot forma 508 triplete de numere consecutive, 7;,7,,..., T, , astfel incat toate

numerele alese in aceste triplete sa fie diferite si r(T1 ) + r(T2 R r(TSOS) =30487?

Solutie. a Valoarea maxima a lui r(T ) este egald cu 6 si se obtine, de exemplu, pentru

numerele 1, 2 si 3. Valoarea minima a lui r(T) este egald cu 0 si se obtine, de exemplu
pentru numerele 2, 3 si 4.
b Pentru orice triplet 7 de numere ca in enunt, avem r(T ) <6, iar 3048 =6-508, deci

pentru ca egalitatea r(T})+r(T2)+...+r(TD-08)=3048 sa aiba loc, trebuie sd avem

r(T)=r(T)=...=r(Ty)=6.

Pentru tripletul 7T = (a, a+l,a +2), obtinem r(T ) =6 daca si numai daca
a+2=4k+3,cu keN. Asadar, ar trebui ca printre numerele 1, 2, ..., 2030 sa avem
508 numere care sa dea restul 3 prin impér‘girea}a 4. Dar 2027 =4-506+3 este cel mai
mare numar de acest tip, dintre cele din enunt. In consecinta, printre numerele 1, 2, ...,

2030 exista doar 507 numere care dau restul 3 prin impartirea la 4.
In concluzie, raspunsul la intrebare este negativ.

Probleme propuse

4.P.1 Cate numere de trei cifre dau restul 5 prin impartirea la 17?

4.P.2 Aflati suma resturilor care se obtin prin Tmpartirea la 5 a patru numere naturale
consecutive. Cate rezultate diferite exista?

4.P.3 Impartind un numdr la 84 obtinem restul 33. Ce rest obtinem atunci cand impartim
numarul la 217

4.P.4 Cate numere naturale pare dau, prin Tmpartirea la 1024, catul egal cu restul?
Aflati restul Impartirii sumei tuturor acestor numere la 5110.
4.P.5 a Aflati restul impartirii numarului 1+2+...+100 la 4.

b Fie ne N, Aratati cd numarul 1+ 2 +...+n se imparte exact la 4 daca si numai daca
restul impartirii lui » la 8 este egal cu 0 sau 7.

4.P.6 Determinati toate numerele de forma ab astfel incit ab+ba este un numdr de
trei cifre care da restul 1 prin impartirea la 5.

4.P.7 Aflati numerele de forma abc care impartite la be dau catul 6 si restul bc-2.

4.P.8 Fie numerele naturale nenule @, b si c. Impartindu-1 pe a la b obtinem catul 5
si restul 3, iar impartindu-1 pe b la ¢ obtinem catul 7 si restul 5.

a Aratati cd g >238.

b Determinati numerele, stiind cad a+5b+c¢=506.
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4.P.9 Pentru n e N*, definim numarul n!=1-2-...-n (se citeste ,,n factorial®).
a Calculati 1!, 2!, 3!si 4!.
b Aflati catul si restul Impartirii numarului 101!-1 la 2020.

4.P.10 a Aratati ca numarul 11111111 se imparte exact la 73.

b Aflati restul Impartirii numarului 55...5 la 73.
100 de 5

4.P.11 Gasiti 12 numere care dau restul 1 prin Impartirea la 6 si a caror suma este 520.

4.P.12 Maria scrie pe un rand 7 numere naturale consecutive. Sub fiecare dintre aceste
numere, fata scrie restul Tmpartirii respectivului numar la 6. Pe randul al treilea, Maria
scrie toate tripletele formate din resturile de pe randul al doilea, aflate pe locuri con-
secutive. Apoi, pe al patrulea rand, ea aduna resturile din fiecare triplet. Astfel, obtine
numerele 9, 6, 3, 6 si 9. Aflati restul impartirii sumei numerelor initiale la 6.

4.P.13 Fie numerele naturale nenule a si b. Aratati ca daca restul Impartirii lui @ la b
este catul impartirii lui b la a, iar restul Impartirii lui b la a este catul impartirii lui @ la b,
atunci unul dintre numere este patratul celuilalt.

4.P.14 Fie numerele naturale x, y si z, astfel incat 3x+1=5y +4z . Aflati restul Impar-
tirii la 5 a numerelor 3x+zsi x+2z.

4.P.15 Fie n un numar natural. Aflati restul impartirii lui »+13 la 23, dacd suma
resturilor impartirii lui # si n+3 la 23 este egala cu 22.

4.P.16 Numarul natural a da restul 2 la Impartirea cu 7 si restul 1 la Impartirea cu 3.
Ce rest da prin impartirea la 21?

4.P.17 Aflati numerele de 3 cifre care impartite la 7 dau restul 6 si impartite la 15 dau
restul 3.

4.P.18 Numarul n =abcd se numeste nazdravan, daca cd=ab+4. Aflati toate nume-
rele ndzdravane cu proprietatea ca suma cifrelor fiecaruia se imparte exact la 5.

4.P.19 Numerele naturale d,d +1 si d+2 se Impart pe rand la numarul natural de

doua cifre a. Daca suma celor trei resturi obtinute este 101, aflati restul Impartirii lui d
la 52.
Concursul Jose Marti, 2011

4.P.20 Suma a 10 numere naturale diferite este 246. Impartind fiecare dintre cele 10 nu-
mere la numarul natural nenul #, se obtin resturi egale cu 2 sau cu 3. Suma tuturor
acestor resturi este egala cu 24.

a Cate resturi sunt egale cu 27

b Aflati cel mai mic numar » care are proprietitile din enunt.

4.P.21 Numarul natural x este cuprins Intre 25 si 120 si da resturi nenule prin Impartirea
la 10, 11, 12, respectiv 13, cel putin doud dintre resturi fiind egale. Dacd suma acestor
patru resturi este un numar mai mic sau egal cu 15, aflati numarul x.
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4.P.22 La ora de matematica, fiecare dintre cei 25 de elevi ai clasei a V-a primeste cate
un cartonas pe care este scris un numar natural nenul. Fiecare elev imparte numarul
de pe cartonas la 24 si comunica profesorului restul obtinut la Tmpartire. Suma resturilor
obtinute este 288. Daniel constata ca resturile obtinute de colegii séi sunt diferite doua
cate doud, iar catul si restul obtinute de el sunt egale.
a Ce numar este scris pe cartonasul lui Daniel?
b Aflati suma numerelor scrise pe cele 25 de cartonase, stiind ca fiecare elev, in afara
lui Daniel, a obtinut catul cu 1 mai mare decat restul.

OJM 2019

4.P.23 Avem la dispozitie un numar nelimitat de bile. Pe fiecare dintre ele este scris
unul dintre numerele 5, 11 sau 13, astfel incat oricare dintre aceste numere sa apara pe
o infinitate de bile. Spunem cd un numar natural »n este util dacd exista cateva dintre
aceste bile, astfel incat suma numerelor scrise pe ele sa fie egald cu n. Aratati ca:

a numarul 19 nu este util

b numerele 21, 22, 23, 24 si 25 sunt utile

¢ orice numar natural mai mare sau egal cu 21 este util.

4.P.24 Toate numerele de la 1 la 100 se scriu pe un singur rand orizontal. Pe randul
urmator se scriu, sub fiecare numar, incepand cu al doilea, resturile impartirii la 3 ale
sumei dintre numarul respectiv si cel din stanga lui, ca in exemplul de mai jos.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ..
0 1 0 2 1 0 2 | R

2 0 1 2 0 1 2 0 ...

2 1 0 2 1 0 2

(De exemplu, primul 1 din stanga, de pe randul al doilea, este restul Impartirii numarului
3+4=7 la3))

Se continua procedeul, pana cand, pe randul 100, rimane un singur numar.

a Calculati suma numerelor de pe randul al doilea.

b Calculati suma numerelor de randul cu numarul 51.

¢ Ce numar ramane pe randul 100?

4.P.25 Maria arunca de 6 ori o pereche de zaruri si face suma tuturor numerelor aparute
in cele 6 aruncari. La fiecare aruncare, Gabi scrie pe hartie restul impartirii la 6 a sumei
numerelor aparute pe zaruri, iar la final aduna aceste resturi. Aflati ce suma poate obtine
Maria, in fiecare dintre situatiile:

a Gabi a obtinut suma 1;

b niciunul dintre resturile scrise pe hartie de Gabi nu este egal cu 0, iar suma obtinuta
de el este egala cu 8.
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