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Vorwort

Mathematik ist die Kunst, die Wirklichkeit zu konstruieren und der menschlichen Erkenntnis
neue Bedeutungen zu verleihen. Der Definition von Kunst folgend setzt die Mathematik
Ubung und Geschicklichkeit, Wissen und asthetischen Sinn und vor allem Vorstellungskraft
und Intuition voraus. Die Mathematik ist das Gedicht der logischen Ideen, und die mathe-
matischen Wahrheiten sind die Tonleitern, in denen die Symphonie der Naturgesetze
geschrieben ist.

Die Mathematik der 7. Klasse ist die Geschichte grofser Entdeckungen. Wir beginnen
die Reise, indem wir die Realitat mit neuen Gréfsen und Formen messen (Lerneinheit 1:
Die Menge der reellen Zahlen), dann Gbersetzen wir praktische Aufgaben in mathema-
tische Modelle (Lerneinheit 2: Gleichungen und lineare Gleichungssysteme) und legen
mathematische Koordinaten fiir die Welt um uns herum oder fiir alltagliche Tatigkeiten
fest (Lerneinheit 3: Datenverarbeitung). Die Realitat wird in neuen Formen dargestellt —
in geraden Formen (Lerneinheit 4: Vierecke) oder Rundformen (Lerneinheit 5: Der Kreis)
- und in gréReren oder kleineren Dimensionen modelliert (Lerneinheit 5: Ahnlichkeit der
Dreiecke). Da jedes Ende an den Anfang erinnert, bringt das letzte Abenteuer Zahlen und
geometrische Figuren (Formen) zusammen (Lerneinheit 7: Metrische Beziehungen).

Damit unser mathematisches Abenteuer ein Erfolg wird, flihrt uns das Lehrbuch auf schu-
lerfreundliche Weise durch Ideen, Konzepte, Definitionen und Lehrsatze und beruft sich
auf Praxisnahe und Intuition. Die Einflihrung von mathematischen Konzepten griindet
auf Beispielen aus der unmittelbaren Realitat, auf alltaglichen Erfahrungen. So wird die
Mathematik als eine offene, lebendige und dynamische Welt sichtbar, die eng mit allen
Tatigkeitsbereichen verbunden ist und Situationen, Probleme, Phanomene oder Vorgange
formulieren, beschreiben und erklaren kann.

Obwohl es nicht im Inhaltsverzeichnis steht, ist die eigentliche Lektion in diesem Lehrbuch
diejenige, die uns lehrt, die Frage ,,Warum?“ zu stellen. Der Mathematikunterricht ist nicht
einfach nur eine Lerntatigkeit, er schult das Denken. Bei jedem Schritt bietet das Lehrbuch
Momente der Untersuchung, des Nachdenkens, Gelegenheiten, Fragen zu stellen und
mogliche Antworten mit den Daten der analysierten Situationen in Beziehung zu setzen.

Die Mathematik ist die schénste und tiefgriindigste Schépfung des menschlichen Geistes.
Die Menschheit braucht die Mathematik, denn alles im Universum wird nicht nur durch die
Mathematik beschrieben, sondern besteht aus Mathematik.

Dieses Lehrbuch ist euer Wegweiser durch die wunderbare Welt der Mathematik.

Die Autoren



Vorstellung des Lehrbuchs

Das Lehrbuch umfasst sieben Einheiten, die alle Inhalte des Lehrplans abdecken. Die Lektionen, die eine Einheit bilden,
werden zusammenhangend, einheitlich und folgerichtig prasentiert.

Jede Lektion beginnt mit einer praktischen Aufgabe, auf deren Grundlage neue Konzepte eingeflihrt werden. Diese wer-
den dann in eine mathematische Sprache gefasst, die ein Gleichgewicht zwischen Anschaulichkeit und mathematischer
Strenge herstellt. Neue Konzepte werden von aussagekraftigen Beispielen, Bemerkungen und Anwendungen begleitet.

Das Lehrbuch legt in bestimmten Abschnitten grofsen Wert auf kritisches Denken und die Entwicklung des Kopfrech-
nens und fordert gleichzeitig Gruppenaktivitaten, unabhangiges Denken und die Entwicklung von Selbstvertrauen. Die
Bewertung erfolgt durch vielfaltige Formen und Instrumente, die auf die Ausbildung und Entwicklung mathematischer
Kompetenzen ausgerichtet sind.

Das Lehrbuch ist in 7 Lerneinheiten gegliedert.
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L1: Die Quadratwurzel einer Quadratzahl. Schatzen der Quadratwurzel einer positiven
rationalen Zahl

L2: Die Menge der reellen Zahlen

L3: Rechenregeln flir Quadratwurzeln

L4: Addition und Subtraktion der reellen Zahlen

L5: Multiplikation und Division der reellen Zahlen

L6: Die Potenz einer reellen Zahl mit ganzem Exponenten. Die Reihenfolge der
Rechenoperationen mit reellen Zahlen

L7: Rationalisieren des Nenners eines Bruchs

L8: Der gewichtete Mittelwert zweier oder mehrerer reeller Zahlen. Das geometrische Mittel
zweier positiver reeller Zahlen

L9: Die Gleichung der Form x*=a, wobeia e R

Wiederholung und Bewertung

L1: Umformen einer Gleichung in eine aquivalente Gleichung. Identitaten

L2: Gleichungen der Form ax + b =0, wobei a, b € R. Die Lésungsmenge einer Gleichung.
Aquivalente Gleichungen

L3: Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

L4: Lésen von Aufgaben mithilfe von Gleichungen oder linearen Gleichungssystemen

Wiederholung und Bewertung

L1: Kartesisches Produkt zweier nicht leerer Mengen. Orthogonales Achsensystem in der Ebene.
Darstellung von Paaren reeller Zahlen in einem orthogonalen Achsensystem. Darstellung von
Punkten in einem orthogonalen Achsensystem. Abstand zwischen zwei Punkten in der Ebene

L2: Darstellung und Interpretation von funktionalen Abhangigkeiten durch Tabellen,
Diagramme und Grafiken. Haufigkeitspolygon

Wiederholung und Bewertung

L1: Konvexes Viereck. Die Winkelsumme im konvexen Viereck

L2: Das Parallelogramm. Eigenschaften

L3: Anwendungen des Parallelogramms in der Dreiecksgeometrie. Mittellinie in einem
Dreieck, Schwerpunkt eines Dreiecks

L4: Das Rechteck. Eigenschaften

L5: Der Rhombus. Eigenschaften

L6: Das Quadrat. Eigenschaften

L7: Das Trapez: Einteilung, Eigenschaften. Die Mittellinie im Trapez

L8: Umféange und Flacheninhalte

Wiederholung und Bewertung

L1: Der Kreis. Sehnen und Bogen in einem Kreis. Eigenschaften

L2: Umfangswinkel

L3: Tangenten eines Kreises

L4: Regelmafige Vielecke, die dem Kreis einbeschrieben sind

L5: Lange des Kreises und Flacheninhalt des Diskus

Wiederholung und Bewertung

L1: Proportionale Strecken. Lehrsatz der dquidistanten (abstandsgleichen) Parallelen

L2: Lehrsatz des Thales

L3: Ahnliche Dreiecke. Hauptsatz der Ahnlichkeit

L4: Ahnlichkeitskriterien der Dreiecke. Schétzen von Entfernungen im Alltag mithilfe der
Ahnlichkeit

Wiederholung und Bewertung

L1: Orthogonale Projektionen auf einer Geraden. Der Hohensatz

L2: Der Kathetensatz

L3: Der Lehrsatz des Pythagoras

L4: Elemente der Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck

L5: Lésen des rechtwinkligen Dreiecks. Berechnung von Elementen in regelmafigen Vielecken.
Schatzen der Entfernungen in praktischen Situationen mithilfe der metrischen Beziehungen

Wiederholung und Bewertung



Allgemeine und spezifische

Kompetenzen

Allgemeine Kompetenzen

1.
2.

3.
4.

5.
6.

Mathematische Daten, Grofsen und Beziehungen in ihrem Kontext erkennen

Verarbeiten von quantitativen, qualitativen und strukturellen mathematischen Daten aus verschiedenen
Informationsquellen

Anwendung spezifischer Konzepte und Algorithmen in verschiedenen mathematischen Kontexten

Ausdriicken von Informationen, Schlussfolgerungen und Loésungen fiir eine bestimmte Situation in mathematischer
Sprache

Analysieren der mathematischen Eigenschaften einer bestimmten Situation
Mathematisches Modellieren einer gegebenen Situation durch Integration von Lerninhalten aus verschiedenen Bereichen

Spezifische Kompetenzen

1.1 Identifizieren von Zahlen, die zu verschiedenen Teilmengen von R gehoéren

1.2 Identifizieren einer gegebenen Situation, die durch lineare Gleichungen oder Gleichungssysteme geldst werden kann
1.3 Identifizieren von Informationen aus Tabellen, Grafiken und Diagrammen

1.4 Identifizieren bestimmter Vierecke in gegebenen geometrischen Konfiguration

1.5 Identifizieren der Elemente des Kreises und/oder regelmafsiger Vielecke in gegebenen geometrischen Konfigurationen
1.6 Identifizieren der dhnlichen Dreiecke in gegebenen geometrischen Konfigurationen

1.7 Erkennen der Elemente eines rechtwinkligen Dreiecks in einer gegebenen geometrischen Konfiguration

2.1 Anwenden von Rechenregeln zum Schatzen und Approximieren von reellen Zahlen

2.2 Anwenden der Rechenregeln mit reellen Zahlen zur Uberpriifung der Lésungen von linearen Gleichungen oder

Gleichungssystemen

2.3 Verarbeiten von Daten in Form von Tabellen, Diagrammen oder Schaubildern, um sie zu erfassen, darzustellen und

zu prasentieren

2.4 Beschreiben von Vierecken anhand ihrer Definitionen und Eigenschaften in gegebenen geometrischen Konfigurationen
2.5 Beschreiben der Eigenschaften eines Kreises und von regelmafsigen Vielecken, die einem Kreis einbeschrieben sind
2.6 Feststellen der Ahnlichkeit von Dreiecken

2.7 Anwenden der metrischen Beziehungen in einem rechtwinkligen Dreieck zur Bestimmung seiner Elemente

3.1 Verwenden der Algorithmen und Eigenschaften der Rechenoperationen in der Menge der reellen Zahlen

3.2 Verwenden der Aquivalenzumformungen zur Lésung linearer Gleichungen und Gleichungssysteme

3.3 Auswahl der geeigneten Methode zur Darstellung von Aufgaben mit funktionalen Abhangigkeiten und deren

Darstellungen

3.4 Verwenden der Eigenschaften der Vierecke zur Losung von Aufgaben
3.5 Verwenden der Kreiseigenschaften beim L6sen von Aufgaben
3.6 Verwenden der Ahnlichkeit von Dreiecken in gegebenen geometrischen Konfigurationen, um Langen, Mafse und

Flacheninhalte zu bestimmen

3.7 Ableiten der metrischen Beziehungen in einem rechtwinkligen Dreieck

4.1 Verwenden der Terminologie der reellen Zahlen (Vorzeichen, Absolutbetrag, entgegengesetzte Zahl, Kehrwert)
4.2 Aufstellen der Gleichungen und lineare Gleichungssysteme

4.3 Beschreiben der Elemente der Datenverarbeitung in mathematischer Sprache

4.4 Ausdriicken der Begriffe bezliglich der Vierecke in geometrischer Sprache

4.5 Eigenschaften von Kreisen und Vielecken in mathematischer Sprache ausdriicken

4.6 Eigenschaften geometrischer Figuren in mathematischer Sprache mithilfe der Ahnlichkeit ausdriicken

4.7 Die Beziehungen zwischen den Elementen eines rechtwinkligen Dreiecks in mathematischer Sprache ausdriicken
5.1 Entwickeln der Strategien zur Lésung von Aufgaben mit reellen Zahlen

5.2 Erarbeiten von Methoden zur Lésung von Gleichungen oder linearen Gleichungssystemen

5.3 Analyse der Praxissituationen mithilfe der Elemente der Datenverarbeitung

5.4 Auswahl geeigneter geometrischer Darstellungen, um die Berechnung von Streckenlangen, Winkelmafsen und

Flacheninhalten zu optimieren

5.5 Interpretieren der Eigenschaften des Kreises und der regelmafiigen Vielecke anhand geometrischer Darstellungen
5.6 Interpretieren der Ahnlichkeit von Dreiecken in geometrischen Konfigurationen

5.7 Interpretieren der metrischen Beziehungen zwischen den Elementen eines rechtwinkligen Dreiecks

6.1 Mathematische Modellierung von praktischen Situationen bei den Operationen mit reellen Zahlen

6.2 Mathematische Umsetzung von gegebenen Situationen mithilfe von Gleichungen und/oder linearen Gleichungssystemen
6.3 Umsetzen einer gegebenen Situation in eine geeignete Darstellung (Text, Formel, Diagramm, Grafik)

6.4 Modellierung gegebener Situationen durch geometrische Darstellungen mit Vierecken

6.5 Mathematische Modellierung praktischer Situationen mit regelmafiigen Vielecken oder Kreisen

6.6 Anwenden einer Strategie zur Lésung von gegebenen Situationen unter Verwendung der Ahnlichkeit von Dreiecken
6.7 Anwenden einer Strategie zur Lésung gegebener Situationen unter Verwendung metrischer Beziehungen in einem

rechtwinkligen Dreieck



E1 Die Menge der reellen
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1. Lektion Die Quadratwurzel einer Quadratzahl.
Schitzen der Quadratwurzel einer positiven rationalen Zahl

2. Lektion
3. I:ektion
4. Lektion
5. Lektion
6. Lektion

7. Lektion

8. Le kti on Der gewichtete Mittelwert zweier oder mehrerer reeller Zahlen.
Das geometrische Mittel zweier positiver reeller Zahlen

9 Lektion Die Gleichung der Form x* = a, wobeia € R

Wiederholung
und Bewertung



Die meisten Zahlen, die wir taglich verwenden,
sind reelle Zahlen. Dazu gehoren der Geldbetrag
in unserem Portemonnaie, die Statistiken, die wir
in Sportsendungen sehen, die Mengenangaben in
Kochbichern. Wir verwenden reelle Zahlen, um
Windgeschwindigkeiten, Niederschlagsmengen,
Entfernungen, aber auch die Menge des Benzins
im Tank oder unsere Herzfrequenz anzugeben.




1. Lektion: Die Quadratwurzel einer Quadratzahl. Schatzen der
Quadratwurzel einer positiven rationalen Zahl

Schliisselworter
Quadratzahl Quadratwurzel Wurzel

Die Quadratwurzel einer Quadratzahl

Mathe im Alltag

Das Grundsttick in der Abbildung ist quadratisch und hat einen Flacheninhalt von
6400 m’,

Wie lang ist die Seite des Grundstlicks?

Der Flacheninhalt eines Quadrats ist gleich dem Quadrat seiner Seitenlange.

Wenn [ die Seitenlange des Grundstlicks in Metern ist, betragt der Flacheninhalt
des Grundstiicks > Quadratmeter.

Also: > =6400. Da 80° = 6400, erhalten wir [= 80 m.

Was stellen wir fest?

In einigen praktischen Situationen ist es notwendig, eine natiirliche Zahl n zu bestimmen, wenn man das Qua-
drat von n kennt. Dieser Vorgang wird Quadratwurzelziehen von n*> bezeichnet.

Eine natirliche Zahl, die das Quadrat (die zweite Potenz) einer anderen natiirlichen Zahl ist, nennt man Qua-
dratzahl.

Merke dir!
Sei a eine Quadratzahl. Wir nennen Quadratwurzel der Zahl die natirliche Zahl n, sodass n* = a ist.
Die Zahl n wird mit ~/a bezeichnet und als Quadratwurzel oder Wurzel aus a gelesen. Man kann also schreiben:

Ja =n, wenn und nur wenn n*=a.

Jo =0, weil 0?=0; 25 =5, weil 52 = 25;

V121 =11, weil 112 = 121; J729 =27, weil 27% = 729;

V1024 =32, weil 322 = 1024; 7225 =85, weil 852 = 7225.
Bemerkung

Die Verbindung zwischen Quadrieren (zur zweiten Potenz erheben) und Quadratwurzelziehen
Aus der Definition der Quadratwurzel einer Quadratzahl ergibt sich unmittelbar, dass: Quadrieren

1. x/n_2=n fur jede natirliche Zahl n;

2. (Ja )’ =afir jede Quadratzahl a.

Mit anderen Worten, Quadrieren und Quadratwurzelziehen sind umgekehrte Cuadratwyrzeze™®”
Operationen.

\/77:7,weil\/77:\/5:7; \/572:5,weil«/572:x/£:5;
(16)? =16, weil (v16)? =42 =16; (+/81)? =81, weil (+/81)?=9* =81.
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Die Quadratwurzel des Quadrats einer positiven rationalen Zahl

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass, wenn eine natiirliche Zahl a als Quadrat einer anderen natdirli-
chen Zahl n geschrieben werden kann, dann wird a Quadratzahl und n Quadratwurzel (oder Wurzel) von a genannt.
Wir erweitern diese Definition auf Quadrate positiver rationaler Zahlen.



Gruppenarbeit

1. Schreibt ab und erganzt in Zweiergruppen die Tabelle:

X 0,7 1,2 1,3 1,4 1,5 4,5

w|N

X 0,49 20,25

2. Ubertragt folgende Tabelle in eure Hefte, (iberpriift die Richtigkeit der Angaben und bestimmt durch Versuche
die Werte der positiven rationalen Zahlen x, die in die zweite Zeile der Tabelle zu schreiben sind, sodass x* und
x in der angegebenen Beziehung stehen:

49 169 256

2 1 1,69 1,9 2,2 41 2 — — —
X 0,0 ,6 ,96 ,25 8, 30,25 5 81 625

wWIN o~

X 0,1 2,9

3. Vergleicht die Ergebnisse der ersten und zweiten Tabelle mit den anderen Arbeitsgruppen und analysiert die
Zusammenhange zwischen den Daten in den beiden Tabellen.

Merke dir!

Sei a eine positive rationale Zahl, die als Quadrat einer rationalen Zahl geschrieben werden kann.
Die positive rationale Zahl x mit der Eigenschaft x* = a wird als Quadratwurzel der rationalen Zahl a bezeichnet.

Wie zuvor wird x mit ~/a bezeichnet und Quadratwurzel der Zahl a gelesen. Wenn also die rationale Zahla > 0
das Quadrat einer rationalen Zahl ist, kann sie geschrieben werden:
Ja = x, wenn und nur wenn x* = a und x > 0.
Da /0=0 ist, wird die obige Beziehung allgemeiner fiir a > 0 wie folgt geschrieben:

JE:x, wenn und nur wenn x* = a und x > 0.

10,04 =0,2, weil (0,2)* =0,04; J11,56 =3,4 , weil 3,4>=11,56;
9 3 (3 9 121 11 . (11 121
—==,weil |=| =—; —=—,weil | = | =—.
49 7 7) 49 729 27 27) 729

Bemerkungen
g )

1. Wenn die rationale Zahl a > 0 das Quadrat einer rationalen Zahl x ist, dann ist a= x> =(-x)*.

o 1 (1Y (1Y, e >
Beispiele: a. Z{E) _(_EJ ; b. 5,76=(2,4) =(-2,4) .

Die obige Definition zeigt, dass die Quadratwurzel der Zahl a eine positive Zahl ist. Deshalb:
\/I—— und \/7¢—%; b. /5,76 =2,4 und 5,76 #-2,4.

2. Der Zusammenhang zwischen der Quadrierungsoperation und dem Ziehen der Quadratwurzel gilt fiir rationale
Zahlen, sofern die obige Positivitatsbedingung erfillt ist. Da der Absolutbetrag einer rationalen Zahl nicht
negativ ist und | —x | =| x|, folgt aus der Definition der Quadratwurzel fiir jede rationale Zahl x, dass:

a. (Wa ) =afir jede rationale Zahl a > 0, die das Quadrat einer rationalen Zahl ist;

b. Vx* =| x| fiir jede rationale Zahl x.



12

Die Quadratwurzel einer positiven rationalen Zahl

Vier identische Sperrholzstiicke in Form rechtwinkliger gleichschenkliger Dreiecke mit einer Kathetenlange
von 1 dm werden bendtigt, um ein Modellflugzeug wie in der nebenstehenden Abbildung zu bauen.

_

s
Es gibt zwei Moglichkeiten, die Bestandteile zu erhalten:
Wir zeichnen ein Rechteck mit den Dimensionen 1 dm und 2 dm auf die Sperrholzplatte, teilen es in zwei
Quadrate der Seitenlange von je 1 dm und machen dann zwei Schnitte entlang der Diagonalen dieser Quadrate
wie in Abbildung 1, um die vier Teile zu erhalten.

P

1dm

1dm

1dm

1dm 1dm

Abbildung 1 Abbildung 2

Wir beachten, dass die Teile so angeordnet werden kénnen, dass sie ein Quadrat bilden (Abbildung 2). Wir
machen uns daran, die Seitenlange dieses Quadrats zu bestimmen, damit wir beim Ausschneiden aus einem
anderen Stlick Sperrholz kein Material verschwenden.

Da die Quadrate in den Abbildungen 1 und 2 den gleichen Flacheninhalt von 2 dm? haben, ist die Seiten-
lange des Quadrats die positive Zahl x mit der Eigenschaft, dass x* = 2 ist. Da es keine rationale Zahl gibt, deren
Quadrat gleich 2 ist, suchen wir eine Annaherung an diese Zahl.

Da 1’ < 2 < 2*ist, folgt daraus, dass x zwischen 1 und 2 liegen muss.

Da1,4*=1,96 und 1,5*= 2,25, bedeutet dies, dass 1,4 < x < 1,5. Genauer gesagt, 1,41 <x < 1,42, weil

1,41°=1,9881 <2 und 1,42*=2,0164 < 2.

Was stellen wir fest?

Die oben beschriebene praktische Situation zeigt, dass es eine positive Zahl x mit der Eigenschaft x* = 2 gibt, deren
Wert, auch wenn er nicht genau angegeben werden kann, auf eine ganze Zahl oder auf einen Dezimalbruch mit
einer, zwei oder mehreren Dezimalstellen angenahert werden kann.

In ahnlicher Weise kann man zeigen, dass es flr jede positive rationale Zahl a eine positive Zahl x gibt, deren
Quadrat a ist.

Somit erstreckt sich der Begriff der Quadratwurzel auf alle positiven rationalen Zahlen.

Merke dir!
Die Quadratwurzel einer positiven rationalen Zahl a ist eine positive Zahl x, die die Eigenschaft x* = a hat.

Wie zuvor bezeichnen wir x=+a und sagen, dass x die Quadratwurzel der Zahl a (oder Wurzel aus a) ist. Die
Beziehungen gelten auch hier:

a. va = x, wenn und nur wenn x* = q;
b. (va )’ =a fiir jede rationale Zahl a > 0;
c. Ja? =|al fuir jede rationale Zahl a.

In der vorigen praktischen Aufgabe bestétigt die Lange x der Seite des Quadrats die Beziehung x* = 2, also ist,
laut Definition, x =~/2.
Auch andere praktische Aufgaben fiihren zu der Schlussfolgerung, dass es positive Zahlen der Form \/§ {3,114

f5 .
oder ,|— gibt.
12g



Schatzen der Quadratwurzel einer positiven rationalen Zahl

Eine Menge zu schdtzen, bedeutet, einen ungefahren Wert anzugeben, ohne alle erforderlichen Daten zu ken-
nen, um eine genaue Antwort zu formulieren. Um eine Zahl der Form JE in der Praxis verwenden zu kénnen,
wobei a eine positive rationale Zahl ist, werden wir Annaherungen an ganze Zahlen oder an endliche Dezimal-
briiche verwenden, indem wir die rationale Zahl a zwischen den Quadraten zweier rationaler Zahlen einschliefsen.

Schatzen der Quadratwurzel einer positiven rationalen Zahl
durch Einschliefden der Zahl zwischen Quadrate rationaler Zahlen
Nehmen wir zum Beispiel die rationale Zahl 5,61. Wir schliefsen diese Zahl zwischen zwei aufeinanderfolgende
Quadratzahlen ein: 2° <5,61 < 3%, woraus folgt, dass 2 < m <3.
Daher ist die Abrundung von m an die Ordnung der Einer gleich 2, und die Aufrundung 3.
Zur Bestimmung von Naherungswerten von m an die Ordnung der Zehntel und der Hundertstel gehen wir
wie folgt vor:
Schritt 1: Wir berechnen die Quadrate der Zahlen der Form 2,a, wobei a e {1,2,...,9}.
Wir erhalten 2,3% <5,61<2,4% also /5,61 =2,3....
Schritt 2: Wir berechnen die Quadrate der Zahlen der Form 2,3a, wobei a e {1.2...,9}
Wir erhalten 2,36° <5,61 <2,37% woraus sich ergibt, dass /5,61 =2,36....
Wenn man so weitermacht, kann man Naherungswerte flr eine beliebige Anzahl von Dezimalstellen erhalten.

Schatzen der Quadratwurzel mithilfe eines Taschenrechners

Die Quadratwurzel einer positiven rationalen Zahl wird mithilfe des Taschenrechners
(oder der Handy- oder Tablet-Apps) ermittelt, indem die Zahl in Dezimalform in den Rech-
ner eingegeben und dann die Taste mit dem Wurzelzeichen gedriickt wird.

Zum Beispiel wird der ungefahre Wert von V2 ermittelt, indem die Tasten der Reihe nach
gedriickt werden:

G
—_— — [ 1,4142135}

Wenn die rationale Zahl als gemeiner Bruch angegeben ist, verwenden wir die Divisions-
taste, um die Zahl in die Dezimalform zu bringen, und driicken dann die Wurzeltaste.

Portfolio
Untersucht das digitale Lehrbuch (in rumanischer Sprache), um Folgendes zu studieren:
« die babylonische Methode zur Bestimmung des ungefahren Werts der Quadratwurzel einer positiven rationalen Zahl;

« den Algorithmus zum Ziehen der Quadratwurzel aus einer positiven rationalen Zahl, die durch einen endlichen
Dezimalbruch ausgedriickt wird. Berechnet mithilfe des Algorithmus zum Quadratwurzelziehen die Quadratwurzel
einer naturlichen Zahl, die keine Quadratzahl ist, auf zwei Dezimalstellen genau.

Bemerkung

of ©

Tabelle der Quadratwurzelwerte der natiirlichen Zahlen zwischen 1 und 25

Ji=1 J6=2,4494... J11=3,3166... V16 =4 21 =4,5825...
J2=1,4142... J7=2,6457... J12=3,4641... J17=4,1231... V22 =4,6904...
J3=1,7320... J8=2,8284... J13 =3,6055... J18 =4,2426... J23=4,7958...
Ja=2 J9=3 J14 =3,7416... J19 =4,3588... 24 =4,8989...
J5 =2,2360... J10=3,1622... J15 =3,8729... J20=4,4721... J25=5



Untersuchung

An der Tafel stehen die Zahlen a=7,84 und b =1,44. Lést die Aufgaben und Uberprift die Richtigkeit eurer Ant-
worten, indem ihr sie mit euren Mitschiilern und anschlieféend mit eurem Lehrer besprecht. Schreibt die richtigen
Schlussfolgerungen in euer personliches Portfolio.

1. Berechnet die folgenden Zahlen auf zwei Dezimalstellen genau, eventuell mit einem Taschenrechner:

Ja+b, NJa++b, Ja-b, NJa-+b, JJa-b, Ja b, \/%und %.
2. Entscheidet, welche der Zahlen v/a + b und Ja ++/b grofser ist. Macht dasselbe fiirva—b und Ja —+/b, danach

fir va-b und \/E\/E und dann fir % und \/c_z

Vb
225 4

3. Wiederholt die Anforderungen fiir die Arbeitsaufgaben 1 und 2, wenn a = St und b= 2

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden,Anwendungstechniken

1. Zeigt, dass a eine Quadratzahl ist, und berechnet dann \/E:
a. 0=25-13+25-20-25-17; b. a=12-(1+2+3+...+24); c. a=14%; d. a=3".7".
Losung:
a. @=25-13+25.20-25.17=25-(13+20-17)=25.16=5%-4> =(5-4)* =20°, also ist a eine Quadratzahl. Wir
erhalten dann a =207 =20.
24.25 24 R 5 5 . .
b. a:12~(1+2+3+...+24)=12-T:12-7-25=12-12-25:12 .52 =(12-5)* =607, also ist a eine

Quadratzahl. Wir erhalten dann \/E = W =60.
c. a=14% =14 =(14), also ist a eine Quadratzahl. Wir erhalten dann Ja = (14%°)y =14%*.
d. a=3".7" =(3")*-(7°)* =(3" .7°)?, also ist a eine Quadratzahl. Wir erhalten dann
Ja=4(32 .77 =32.7°.
2. Berechnet:

a. V16 /9 +4/100:4/25 +~/25-/81 ; b, N4 -15+4°.5°—4° |
Losung:
a. Wir berechnen zuerst die Quadratwurzeln, dann beachten wir die Reihenfolge der Operationen mit rationa-

len Zahlen: v16 -+/9 +4/100:4/25 +4/25-4/81 =4-3+10:5++25-9 =12 +2+/5% - 32 =14 +/15% =

=14+15=29.

b. NA2 15+ 4% .57 —4° =47 .(15+5° —4) =4 - 36 =4 -6> =[24° =24

Vorgeschlagene Aufgaben
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1. Welche der folgenden Zahlen ist eine Quadratzahl?
a. 9; h. 24; c. 63; d. 81; e. 196; f. 144, g. 336; h. 400; i. 625,

2. Schreibt die Quadratzahlen zwischen 10 und 150.
3. Ubertragt ins Heft und fiillt dann die Tabelle aus:
X 3 7 9 15 23
X 49 100 400 625 900
4. Entscheidet, ob die folgende Gleichungen wahr oder falsch sind:
a. J4=2; b 5=25; ¢ 225=15; d. 100=50; e e4=4; i J144=12.

5. Berechnet:

a 25 b, \81; c. 1 d. /400 ; e. 576 £ 4/900.
6. Berechnet:
a. \/Z+\/§; b. \/E—\/g; c. \/I+\/6+\/R; d. \/100«/5—@:5.



Berechnet, eventuell mit dem Taschenrechner:

V441 961 ; 4096 -+/1225 ; 2209 +2.4/1369 ; (V17424 -/1024):/4 .
Berechnet:
NESE 14°; 45%; V5 NERE V2° 37.
Berechnet:
52 —32 4432+ 47 ; V9 1122 —3-12; V252207 :3+2./121 .
Berechnet:
(V196 —+/169)-4/100 ++/225 ; (V400 -/144):4+/196:7;
V3436 +416-/49 ; V6436 +9-/81 —420-4/25 .
Zeigt, dass a eine Quadratzahl ist, und berechnet dann Ja:
1+3+5+7+9+11; A+2+3+...+17):17; a=41-(1+2+3+...+81).
Fihrt aus:
2254274 V3 15+43.14-3 .4 J10°-81+10°-18+10° ;
V203 4201142° 5 J5°.20-5 16 +5° ; V6 13+6° .57 —6"-2 .
Berechnet x anhand der folgenden Beziehungen:
x 36, 25 100 24121 499 V244196 o' <8
NN x 144’ x e X ) 400
Fihrt aus:
V367 V8.5 .27 NERCE V567 V2839, V7107,
Verwendet eventuell den Taschenrechner und berechnet:
(V15129 ++/2116):4/169 — (/13225 ++/841):/144 ;
(3-4/91809 ++/8281): (/32400 +2-4/25600): (v168100 —/166464).
Ordnet jeder Quadratwurzel in der ersten Zeile den entsprechenden Wert in der zweiten Zeile zu:
s s 2 529 1024 -
49 16 169 144 361 676
23 8 21 32 El 1 1 7
12 7 13 19 4 24 26 4
Berechnet:
\J0,04; \J0,36; 0,0001; 2,56; J1,44; J10,24.
Fihrt aus:
144-36; 144, J4-0,36 J0,04-0,49; 1.69, 1
25 4 2,56
Test
1. Berechnet:
a. J16: b. 3,24; c. V25++/49-436; d. \J6* +8 :/4.57,

2. Wabhlt die richtige Antwort aus. Das Ergebnis der Rechnung

\/5'\/144+4-\/400+\/EZ\/33—52+2—\/8+\/E+7'\/§ ist:

a. 0; b. 1; c. 2; d. 3.

3. Berechnet JE, wobei:
a. a=2"-3".5% b. a=17-(14+2+3+...+17); c. a=6"-47+6"-11+6°.
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2. Lektion: Die Menge der reellen Zahlen

Schliisselworter
natlrliche Zahl irrationale Zahl Zahlenachse ganze Zahl reelle Zahl
Absolutbetrag einer reellen Zahl rationale Zahi NcZcQcR Gegenzahl (entgegengesetzte Zahl)

einer reellen Zahl

Irrationale Zahlen. Die Menge der reellen Zahlen

Wie wirin Lektion 1 gesehen haben, hat das Quadratin Abbildung 1 die Seitenlange

J2. Was fiir eine Zahl ist v2?
Mit einem Taschenrechner erhalten wir einen Naherungswert mit 8 Dezimalstellen:

V2 ~1,4142135....

Der Bildschirm eines Taschenrechners kann bis zu 8 Stellen anzeigen. In diesem 1dm
Fall kdnnt ihr eine Handy-App verwenden, um 15 Dezimalstellen zu erhalten:

V2 ~1,414213562373095. ...

Mithilfe einer Computeranwendung, die als wissenschaftlicher Taschenrechner
bezeichnet wird, finden wir:

V2 ~1,4142135623730950488016887242097.... Abbildung 1

Die bisher erhaltenen Dezimalzahlen wiederholen sich nicht periodisch, und rationale Zahlen kénnen als end-
liche oder periodische Dezimalbriiche geschrieben werden. Was fir eine Zahl ist also J2?

1dm

Was stellen wir fest?

Die vorgenommenen Annaherungen zeigen, dass es Zahlen gibt, die als nichtperiodische Dezimalbriiche aus-
gedriickt werden (bei denen sich die Dezimalstellen nicht periodisch wiederholen). Mit anderen Worten, diese
Zahlen sind weder endliche Dezimalbriiche noch periodische (einfache oder gemischte) Dezimalbriiche, sie sind
also keine rationalen Zahlen.

Geschichte der Mathematik

Obwohl wir oben mit verschiedenen Methoden eine ausreichend grofse Anzahlvon
Dezimalstellen fiir die Zahl ~/2 ermittelt haben, haben wir nur eine endliche Anzahl
von Dezimalstellen untersucht. Nur auf der Grundlage dieser Computerschatzungen

kénnen wir nicht entscheiden, ob J2 eine rationale Zahl ist oder nicht.
In seinem Buch Die Elemente bewies Euklid (geb. ca. 325 v. Chr.), dass:

JE keine rationale Zahl ist.

Wenn man mithilfe der Methode der Zurickfiihrung auf einen Widerspruch
annimmt, dass 2 eine rationale Zahl ware, gabe es die von null verschiedenen, teiler-

fremden nattirlichen Zahlen (relative Primzahlen) p und g, sodass 2 =B, oder, aqui-
P q Euklid
valent,| = | =2.
q

Daraus folgt, dass p*= 2q¢°, also p durch 2 teilbar ist. Wenn p = 2s, dann ist 4s* = 2¢%, d. h., g* = 2s°, also ist auch
g durch 2 teilbar. Wir erhalten, dass die Zahlen p und g den gemeinsamen Teiler 2 haben, was im Widerspruch zu

der Tatsache steht, dass p und q teilerfremd sind. Diese Annahme ist falsch, sodass V2 keine rationale Zahl ist.
Da es sich also nicht um eine rationale Zahl handelt, wird +2 als unendlicher, nichtperiodischer Dezimalbruch
geschrieben.

Merke dir!

Zahlen, die als unendliche, nichtperiodische Dezimalbriiche geschrieben werden kénnen, werden als irratio-
nale Zahlen bezeichnet. Also sind ~/2 und —/2 irrationale Zahlen.

Allgemeiner ausgedriickt: Wenn die nattirliche Zahl n keine Quadratzahl ist, dann ist Jn irrational.

Wenn x eine positive irrationale Zahl ist, dann ist Jx irrational. Folglich kdnnen wir Gber die Wurzel aus einer
positiven reellen Zahl sprechen.



Das Verhaltnis zwischen der Lange des Kreises und seinem Durchmesser ist eine irrationale Zahl, die mit dem
griechischen Buchstaben r (pi) bezeichnet wird. Der ungefahre Wert ist n = 3,1415926535... .

Der Goldene Schnitt, der mit dem griechischen Buchstaben ¢ (phi) bezeichnet wird, ist die erste irrationale Zahl,
die in der Geschichte der Mathematik entdeckt und definiert wurde. Der ungefahre Wert ist 1,6180339887....
Der Goldene Schnitt wurde von Euklid entdeckt. Er teilte eine Strecke in zwei Teile, die er als ,,Mittelwert* und
»extremes Verhaltnis“ bezeichnete, sodass das Verhaltnis ¢ zwischen der Lange der urspriinglichen Strecke und
der Lange der langeren Strecke gleich dem Verhaltnis der Lange der langeren Strecke zur Lange der kiirzeren
Strecke ist:

_a+b _a

?= a b
Gegenwartige Studien zeigen, dass die goldene Zahl in den Proportionen des menschlichen Koérpers, bei vielen
Tieren und Pflanzen, in der Struktur der DNA und im Aufbau des Sonnensystems, in der Kunst (Malerei, Musik,

Bildhauerei) und Architektur, aber auch in den Wachstumsraten der Bevolkerung und an der Bérse auftaucht.

Die ZahlA =1,010010001000010000010..., bei der sich die Anzahl der 0-Stellen nach jeder 1 um eins erhoht,
ist eine irrationale Zahl.

Ware A ein periodischer Dezimalbruch mit einer Periode von n Ziffern, so miisste unter den n Ziffern zwangs-
laufig die Ziffer 1 sein, da die Periode nicht nur die Ziffer 0 enthalten kann. Folglich musste sich unter den n Dezi-
malstellen von A mindestens eine 1 befinden. Aber unmittelbar nach der n-ten Ziffer 1 von A folgt n + 1-mal die
Ziffer 0, also ist A irrational.

Merke dir!

Die Menge der reellen Zahlen, bezeichnet mit R, ist die Vereini-
gung der Menge der rationalen Zahlen und der Menge der irratio-
nalen Zahlen.

Da die Menge der reellen Zahlen die Menge der rationalen Zah-
len enthalt, ist Q — R.

Daraus ergibt sich die Folge der Einschlisse NcZ c Q c R.

Daraus folgt R \ Q. Also, R=Q U (R \ Q).

1
0,1211221112221...

Darstellung der reellen Zahlen auf der Zahlenachse

Wir wollen zwei Quadrate aus Papier mit einem Flacheinhalt von 2 cm? bzw. 3 cm? anfertigen.

Die Seiten der beiden Quadrate haben eine Lange von \/5 cm bzw. \/§ cm, also miissen wir Strecken mit diesen
Abmessungen konstruieren.

Wir betrachten zuerst ihre Naherungenswerte: \/5:1,414..., \/§=1,732... .
Wir tragen diese Naherungswerte auf der Zahlenachse ein, wobei wir die Mafseinheit auf 1 cm setzen, und
erhalten auf der Achse die Punkte A und B (Abbildung 2). Die Strecken OA und OB haben eine Lange von etwa

\/5 cm bzw. \/§ cm.

V23
Abbildung 2 0 1 Ay By 2 X,
1,414 1,732

Was stellen wir fest?
Eine irrationale Zahl wird durch einen Punkt auf der Zahlenachse dargestellt. Die Lage dieses Punktes kann
mithilfe einer hinreichend genauen rationalen Naherung der irrationalen Zahl geschatzt werden.
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Merke dir!

Eine Gerade, auf der ein Punkt liegt, der als Ursprung bezeichnet wird, eine von links nach rechts verlaufende
Richtung, die durch einen Pfeil angezeigt wird und als positiver Richtungssinn bezeichnet wird, und eine Strecke,
die als Mafseinheit angenommen wird, wird Zahlenachse genannt. Die Ox-Achse hat ihren Ursprung im Punkt O,
und der positive Richtungssinn ihrer Punkte verlauft von O nach x.

Jede reelle Zahl entspricht einem Punkt auf der Zahlenachse. Umgekehrt entspricht jeder Punkt auf der Zah-
lenachse einer einzigen reellen Zahl, die als Koordinate oder Abszisse des Punktes bezeichnet wird. Der Ursprung
der Achse hat die Koordinate O (Null). Die Abszisse des Punktes A auf der Zahlenachse wird mit x, bezeichnet. Wir
schreiben dies wie folgt: A(x,).

Intuitiv besetzen die reellen Zahlen alle Punkte auf der Achse. Da verschiedene reelle Zahlen verschiedenen Punk-
ten auf der Zahlenachse entsprechen, kénnen wir jeden Punkt auf der Achse mit einer reellen Zahl identifizieren.

Bemerkungen
1. Reelle Zahlen, die rechts vom Ursprung dargestellt werden, nennt man positive reelle Zahlen. In ihrer
Dezimalschreibweise wird das Zeichen ,,+* vor die erste Ziffer geschrieben.
Wie bei den rationalen Zahlen kann auch bei den positiven Zahlen das Vorzeichen weggelassen werden.
Die positiven reellen Zahlen werden mit R_bezeichnet.
Beispiele fiir positive reelle Zahlen: +3 = 3; 6 =+/6 ;+7,(51) =7,(51) usw.

2. Diereellen Zahlen links vom Ursprung werden als negative reelle Zahlen bezeichnet. In ihrer Dezimalschreib-
weise wird das Zeichen ,,—* vor die erste Ziffer geschrieben.

Die Menge der negativen reellen Zahlen wird mit R_bezeichnet.
Beispiele fir negative reelle Zahlen: -2; ~J11 ;—7,1; -1,(3) usw.
3. Die reelle Zahl 0 hat kein Vorzeichen (sie ist weder positiv noch negativ).
Die Menge der reellen Zahlen, die nicht Null sind, wird mit R* bezeichnet.
Wir haben R=R* U {0} =R_U {0} UR..
4. Da irrationale Zahlen als unendliche Dezimalbrliche ausgedriickt werden, gelten fir ihre Abrundungen oder

Aufrundungen sowie flr das Runden auf eine bestimmte Zifferordnung die gleichen Regeln wie fur rationale
Zahlen.

Zum Beispiel ist die Abrundung und Aufrundung von 2 auf Hundertstel genau 1,41 bzw. 1,42, und die Run-
dung (Approximation) von J7 = 2,6457... auf Tausendstel genau 2,646.

Abbildung 3 zeigt die folgenden reellen Zahlen unter Verwendung von Dezimalapproximationen (Dezimalna-
herungswerte):

—2=-1,414...; V3=1,732...; —-5=-2,236....
-5 2 V3

Abbildung 3 2 -

~2,236 -1,414 1,732

o

4
N}
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Stellt ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kathetenldngen 1 cm dar.

Mithilfe des Satzes von Pythagoras ergibt sich, dass die Hypotenuse den
Wert von +/12 + 12 =+/2 cm hat.

Zeichnet ein rechtwinkliges Dreieck mit einer Kathete der Lange V2 em,
die mit der Hypotenuse des vorherigen Dreiecks zusammenfallt, und mit
der Lange der anderen Kathete 1 cm, wie in Abbildung 4. Mithilfe des
Satzes von Pythagoras wird abgeleitet, dass die Hypotenuse des zweiten

Dreiecks die Lange 4/(\/5)2 +1? =\2+1 =4/3 hat. Abbildung 4

Flihrt das Verfahren fort und konstruiert Strecken mit einer Lange von

\/Z cm,\/g cm, \/3 cm, und \/7 cm.




Was stellen wir fest?

Mithilfe des Geodreiecks und des Zirkels kdnnen wir flr jede nattirliche Zahln > 2 eine Strecke der Lange Jncm
darstellen. Mithilfe des Zirkels und dieser Strecke kénnen wir die reelle Zahl+/n genau auf der Achse einzeichnen.

Wusstet ihr das?

Die oben abgebildete Spirale wurde im 5. Jahrhundert v. Chr. von dem Mathematiker Theodoros von Kyrene ent-
deckt. Sie wird Spirale von Theodoros oder Schnecke des Pythagoras genannt. Theodoros blieb bei der Darstellung
von +/17 stehen, weil er glaubte, dass sich fir n > 18 die Hypotenusen der Dreiecke mit den bereits dargestellten

Strecken Uberschneiden.

Im Jahr 1958 bewies der Mathematiker Erich Teuffel, dass sich die Hypotenusen der Spirale nicht Gberschnei-

den, egal wie lang man Theodoros' Verfahren fortsetzt.

Der Absolutbetrag (Betrag) einer reellen Zahl

In Abbildung 5 sind die Punkte, die den Zahlen -3, —~/2,+2 und 3 entsprechen, auf einer Achse aufgetragen.

1 5 2

3

X

-3 -2 _H -1 0
Abbildung 5 y ; \{_

Die Punkte, die den entgegengesetzten Zahlen —3 und 3 entsprechen, haben den gleichen Abstand vom

Ursprung. Die Punkte, die den Zahlen 2,2 entsprechen, haben ebenfalls den gleichen Abstand vom Ursprung.

Wir schlieRen daraus, dass die Zahlen —/2 und +/2 ebenfalls entgegengesetzt (Gegenzahlen) sind.

Was stellen wir fest?

Jede reelle Zahl hat eine entgegengesetzte Zahl. Die entgegengesetzten reellen Zahlen befinden sich auf der

Zahlenachse im gleichen Abstand vom Ursprung, auf beiden Seiten davon.

Merke dir!

Zwei reelle Zahlen, die nicht null sind, werden als entgegengesetzt bezeichnet, wenn ihnen auf der Zahlenachse

zwei Punkte entsprechen, die gleich weit vom Ursprung entfernt sind.

Wenn x eine reelle Zahl ist, wird —x als die entgegengesetzte Zahl von x bezeichnet. Die entgegengesetzte Zahl

der reellen Zahl O ist O.

Die Gegenzahl von 6 ist —6.
Die Gegenzahl von J3 ist /3.

Merke dir!

Der Absolutbetrag einer reellen Zahl x ist der Abstand zwischen dem Ursprung und dem Punkt, der der Zahl x

auf der Zahlenachse entspricht.

Der Absolutbetrag der reellen Zahl x, auch Absolutwert, Betrag oder Modul von x genannt, wird mit | x| bezeichnet.

Bemerkungen

Die Gegenzahl von -1,(5) ist 1,(5).
Die Gegenzahl von 3,5055055505... ist —3,5055055505... .

»
'

1. Aus der Interpretation des Absolutbetrags als
Abstand (Abbildung 6) folgt, dass der Absolutbetrag
einer positiven reellen Zahl die Zahl selbst ist und
der Absolutbetrag einer negativen reellen Zahl gleich
der ihr entgegengesetzten Zahl ist.

X, wenn x>0
Das heifst, wir haben: | x| ={ 0, wennx=0 .
-x, wenn x <0

2. Die Absolutbetrage zweier entgegengesetzter Zah-

T

U\

S

| x| ==x" | x| =x
Abbildung 6

\

len sind gleich: | —x| = | x| fiir jedes x € R.
Ein Beispiel ist in Abbildung 7 zu sehen.

-21=2 [2]=2
Abbildung 7

\/

o ©



3. Eigenschaften des Absolubetrags einer reellen Zahl
a. Der Absolutbetrag jeder reellen Zahl ist grofser oder gleich O (er ist eine nichtnegative Zahl):
| x| >0 fir jede reelle Zahl x.
Aufderdem ist | x| = 0 genau dann, wenn x =0 ist.

b. Wenn a und x reelle Zahlen sind und a >0, dannist | x|=a nur dann, wenn x =a oder x =—-a.
c. Zwei beliebige entgegengesetzte reelle Zahlen haben denselben Absolutbetrag: | x | =| —x | fir jede reelle Zahl x.
d. Wenn x und y reelle Zahlen sind, dannist | x |=| y | nur dann, wenn x =y oder x =-y.

e. \/72 =| x| fUr jede reelle Zahl x.
In der Menge der reellen Zahlen werden die Operationen: Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und
Potenzierung eingefiihrt, indem die Operationen aus der Menge der rationalen Zahlen entsprechend erwei-
tert werden.
i. Der Absolutbetrag der Summe von zwei reellen Zahlen ist hochstens gleich der Summe der Absolutbe-
trage der beiden Zahlen:
| x+yl<Ix|+]y]|firzwei beliebige reelle Zahlen x und y.
ii. Der Absolutbetrag des Produkts zweier reeller Zahlen ist gleich dem Produkt der Absolutbetrage der bei-
den Zahlen:

=h

[x-yl=Ix]|-1y]| flr zwei beliebige reelle Zahlen x und y.
iii. Der Absolutbetrag des Verhaltnisses zweier reeller Zahlen ist gleich dem Verhaltnis der Absolutbetrage
der beiden reellen Zahlen:
x| _1xl
yl lyl
iv. Der Absolutbetrag einer Potenz mit ganzzahligem Exponenten einer reellen Zahl ist gleich der Potenz
ihres Absolutbetrags:
[ x"|=|x]|" flr jede reelle Zahl x und jede ganze Zahl n.

X fir zwei beliebige reelle Zahlen x und y, wobei y =0 ist.

Uberpriift die oben genannten Eigenschaften anhand der Beispiele in der folgenden Tabelle.

X
X y [x] [yl [x -yl H [x+yl Ix|+ 1yl
2
2 3 2 3 6 = 5 5
3
3
-3 =) 3 2 6 = 5 5
2
0 -8 0 8 0 0 8 8
4 —7 4 7 28 g 3 11
al
-23 63 23 63 36 3 43 843
—7 T 7 J7 7 1 0 247

Beobachtet, in welchen Situationen die Ungleichung | x +y| <|x| + | y| Gleichheit ergibt. Begriindet!

Vergleichen und Ordnen der reellen Zahlen

Welche der Zahlen +/2 und 1,5 ist grofser? Um dies zu entscheiden, kdnnt ihr eine der Methoden wahlen, die wir
bei rationalen Zahlen gelernt haben:
Wir vergleichen die Dezimalschreibweisen der beiden Zahlen. Da J2=1,414..., folgt daraus, dass V2 <1,5.

Wir stellen +/2 und 1,5 auf der Zahlenachse wie in

Abbildung 8 dar. -1 0 1 15 2 .
Da 1,5 rechts von 2, liegt, bedeutet dies, ' ' ' \/5 '
dass 1,5 groRer ist als +/2. Abbildung 8
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Was stellen wir fest?

Wir wissen, dass zwischen zwei rationalen Zahlen, die auf der Zahlenachse aufgetragen sind, die Zahl auf der
rechten Seite grofser als die andere ist. Dies gilt auch, wenn eine der Zahlen irrational ist oder wenn beide Zahlen

irrational sind.

Merke dir!

Von zwei verschiedenen reellen Zahlen ist die Zahl, die weiter rechts auf der Zahlenachse liegt, grofier.

Wenn x und y positive reelle Zahlen sind, dann ist x < y nur dann, wenn Jx < \/;

—/3 <-0,5, weil sich der Punkt, der —0,5 entspricht,
auf der Zahlenachse rechts von dem Punkt der der

Zahl -3 entspricht, befindet:
_|2 Il _:IL _0’|5 0 1 X

J5>42, da der Punkt, der der Zahl +/5 entspricht,

sich auf der Zahlenachse rechts von dem Punkt, der

der Zahl +/2, entspicht, befindet:

-1

\/

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Gebt je zwei Beispiele fir:
negative reelle Zahlen;

rationale, nicht ganze Zahlen;
Losung:
-1,6 und —/15;

4
3,(2 d—;
(2) un -

Gebt zwei Beispiele von reellen Zahlen, die:

positive irrationale Zahlen;

rationale, nicht reelle Zahlen.

\/g und x/ﬂ;

Es gibt keine reellen Zahlen, die nicht rational sind.

entgegengesetzt sind. die Absolutbetrage gleich J6 haben.

auf der Zahlenachse 6 Einheiten vom Ursprung entfernt sind.

Losung:
2 und -2.

Reelle Zahlen mit dem Absolutbetrag gleich J6 sind

—J6 und 6.

die Absolutbetrage —5 haben.

\/

Der Absolutbetrag einer reellen Zahl ist grofser oder gleich null. Daher gibt es keine reellen Zahlen, deren

Betrag gleich =5 ist.

Die reellen Zahlen, die auf der Zahlenachse 6 Einheiten vom Ursprung entfernt sind, sind die Zahlen, deren

Betrag gleich 6 ist, d. h. =6 und 6.

Stellt die folgenden Zahlen auf der Zahlenachse dar und ordnet sie dann in steigender Reihenfolge:

—2;-1,5; \/0,64; ,/%; V6.

Losung:

Um die gegebenen Zahlen auf der Achse darzustellen, berechnen wir sie zuerst. Fir irrationale Zahlen ver-

wenden wir ihre Nahrungwerte.

2
Also —v2=-1,41...,0,64 =0,8, 1/24—5= ,(gJ =§, J6=2,44...

Bei der Achsendarstellung ist die steigende Reihenfolge: —-1,5< 2 <J0,64 <+J6 < \ /2745

Ordne jede reelle Zahl zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen ein:

<1,6< ; <—\/E<

’

<+/6,25 <
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Losung;:
1<1,6<2.

Wir kdnnen dies auf zwei Arten tun:
1. Wir approximieren —/10 : —/10 =-3,16.... Daraus folgt, dass -4 <—/10<-3.
2. Wir bestimmen zwei aufeinanderfolgende Quadratzahlen mit 10 dazwischen. Diese sind 9 und 16. Wir

erhalten also 9 < 10 < 16, woraus folgt, dass J9<V10<16,d. h., 3<4/10<4, also ~4<—/10<-3.
Wir berechnen zuerst /6,25 =4/(2,5)° =2,5. Wir erhalten 2 </6,25<3.

Vorgeschlagene Aufgaben

22

Betrachtet die Zahlen: —6; +/5; 0; —2,8; %; —6;7;-10; \15; 5,4(12). Gebt an, welche dieser Zahlen:
natdrlich; ganz; rational; irrational; reell sind.

Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche sind falsch?

0 ist eine natirliche Zahl. 1,6 ist eine ganze Zahl. -5,(4) ist eine irrationale Zahl.

J3 ist eine reelle Zahl. J4 ist eine natiirliche Zahl. —/8 ist eine irrationale Zahl.
Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche sind falsch?

9¢eN; 0eZ; 0¢eQ 1,7 € R;

—%GR; J15eR\Q; J15% eN: J2,45) Q.

Ermittelt, falls erforderlich, mithilfe des Taschenrechners:
die Abrundungen (die unteren Naherungwerte) auf die Zehntelordnung der Zahlen J5 und V74;
die Aufrundungen (die oberen Naherungwerte) auf die Hundertstelordnung der Zahlen \/7 und \/@;
die Rundungen auf die Tausendstelordnung der Zahlen V17 und V219.

Stellt die folgenden reellen Zahlen auf der Zahlenachse dar und schreibt sie dann in steigender Reihenfolge auf:

-3;4/3;-2,4; —/2;1,3; —J6; +5; g; ~2;\/4; -2,5;/2;1,5; —/6; g
Fullt die Tabelle aus:
X 4 1,7 J10 5
12
X 4,12 J18 -J131
| x|

Welche der folgenden Aussagen sind wahr und welche sind falsch?

|+3] =3; |-1,6| = +1,6; -9 =-9; IN51=+/5;
[/13]= 13 —% =%; 10]=0; |—7,51=7,5.

Zeigt, dass die folgenden Zahlen rational sind:

4 25 / 9
—; —; 7—; 4/0,81.
9 81 16

Entscheidet, welche der folgenden Zahlen rational und welche irrational sind:

3
27%: J52.2; [EJ : J99.

2

Betrachtet die Menge A:{—é; %; J7; —V12; 3,(4); \V24; 0; 1,8}. Schreibt die Elemente der Mengen A N N,
ANZ,ANQ, AN R\Q),ANR, A\Q, A\R.



Ordnet jede reelle Zahl zwischen zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen ein:
<2,7< ; <46 < ; <—/20 < ; <4/99 < ;

< /% < ; < /% < ; <4/751,3 < ; <—/5,4 <

Gebt zwei Beispiele von rationalen Zahlen zwischen 3 und 4 an.

»Zwei irrationale Zahlen zwischen 3 und 4 sind ... und ... .“ Fiillt die Liicken aus, um eine wahre Aussage zu

erhalten.
Bestimmt die Elemente der Mengen:

A={xeN|2<x<4}; B={X€N|2<\/;<4}; C={X€N|1S\/;<3}.
Vergleicht die Zahlen:

V2 und 1,5; —/3 und -2; %und \J0,36; —/34 und —/35.
Ordnet die Zahlen in steigender Reihenfolge:

~4;-3;9; -2,(64); -3,89; -2,6; —J/11; V10; V/8; —/10;4/7; 1;4/3;2;42;1,5.
Berechnet:

1
|11-1,5; ‘5—2‘; IN2-1]; 15 -3;
14-V17]; 18 +3]; |5 -6l; |7 +2.

Betrachtet die Menge A ={v1;+2;+/3;...;+/30}.
Bestimmt, wie viele rationale Zahlen und wie viele irrationale Zahlen A enthalt.
Berechnet die Summe der Quadrate der irrationalen Zahlen in A.

Zeigt, dass die Zahl Jx in jedem der folgenden Falle rational ist:

x=3*+4% x=1"+2°+3"+4°+5% x=7+24% x =7,
Zeigt, dass die folgenden Zahlen irrational sind:

J1+2+3+..+10; V5016 +1; J10° +11% +1272 .
Bestimmt die reellen Zahlen x, wenn bekannt ist, dass:

| x|=5; | x|=—/10; |x|<0; | x|>0.

Beweist, dass wenn x eine positive irrationale Zahl ist, dann ist Jx irrational.

Sei die MengeA={XEZ|—\/E< | x| <\/14},B={XGZ|\/§<IXI<\/§}undC={XEZ|IXIS«/E}.
Bestimmt AnB, BNC und C N A.
Bestimmt die Werte der Ziffer x in der Zehnerbasis so, dass:

Jx76 < Q; Jx84 c R\ Q; ,/?—ge@; X2 0.

2

Test
1. Stellt die folgenden reellen Zahlen auf der Zahlenachse dar und schreibt sie in steigender Reihenfolge auf:

-1,5; —3; 0,5; J5; E.

2
2. Beweist, dass die Menge B={xeN|2 <Jx <3} gleich ist mit der Menge:
a. {5;6;7;8}; b. {4;5;6;7;8}; c. {4,5;6;7;8,9}; d. {5;6;7;8;9}.
3. Betrachtet die MengeA={—4; V2; —7; J10; -1,(25); %; 0; —11,6}.
Schreibt die Elemente folgender Mengen auf: ANN,ANZ,AnQ,An R\Q), ANnR, A\Q, A\R.

23



3. Lektion: Rechenregeln fiir Quadratwurzeln

Schliisselworter
Produkt der Quadratwurzeln Herausheben von Faktoren aus der Wurzel
Quotient (Verhaltnis) der Quadratwurzeln EinfUhren von Faktoren unter die Wurzel

Das Produkt der Quadratwurzeln

Problemstellung

Gesucht ist ein Zusammenhang zwischen der Quadratwurzel des Produkts zweier positiver reeller Zahlen
und dem Produkt der Quadratwurzeln dieser Zahlen. Fiir die Zahlen 4 und 9 erhalten wir: J44/9=2.3=6 und
J4.9=36=6.

Also, \/Z'\@=\/4~9 .

Ahnlich verhalt es sich bei 16 und 36: /16 -v/36 =4-6 =24, und V1636 =~/576 =24. Also 16 -+/36 =~/16-36.
Was stellen wir fest?

Das Produkt der Quadratwurzeln der Zahlen 4 und 9 ist gleich mit der Quadratwurzel des Produkts der Zahlen
4 und 9. Das Gleiche gilt fur die Zahlen 16 und 36.

Merke dir!

Das Produkt der Quadratwurzeln zweier positiver reeller Zahlen ist gleich mit der Quadratwurzel des Produkts
der beiden Zahlen. Mit anderen Worten:

Ja-~/b=+a-b fir beliebige reelle Zahlena >0, b > 0.
Die obige Gleichheit wird auch in der Form geschrieben:
Ja-b=+a-b (Zerlegung einer Wurzel in ein Produkt von Wurzeln).

Ja-b=ab Va-b=+a-b
V2.4/18 =+/2-18 =+/36 =6; /2536 =+/25 /36 =5.6 = 30;
242 /50 =~/242-50 =+[12100 = 110; J0,25-9=4/0,25./9=0,5-3=1,5;
\f \/7 S —Va9-V36-6; V4900 =+/49-100 = /49 -4/100 =7-10=70.
Der Quotient der Quadratwurzeln
Problemstellung

Gesucht wird ein Zusammenhang zwischen der Wurzel des Quotienten zweier positiver rationaler Zahlen und
den Quotienten der Wurzeln dieser Zahlen.

Fir die Zahlen 36 und 4 erhalten wir: \/%:\/Z=6:2=3 und \/36:4=\/§=3.
Also \/%:\/Z=\/36:4.

Fiir 25 und 9 ergibt sich daraus eine Analogie: —=— und 4/ /
Also @z é
Jo V9
Was stellen wir fest?

Der Quotient der Wurzeln der Zahlen 36 und 4 ist gleich mit der Wurzel des Quotienten der Zahlen 36 und 4.
Das Gleiche gilt flr die Zahlen 25 und 9.



Merke dir!

Der Quotient der Wurzeln zweier positiver reeller Zahlen ist gleich der Wurzel des Quotienten der beiden
Zahlen.
Mit anderen Worten:

ﬁ: \/E flir beliebige reelle Zahlena >0, b > 0.
Jb b

Die obige Gleichheit wird auch in der Form geschrieben:

\f 0 (Zerlegung einer Quadratwurzel in ein Verhaltnis von Quadratwurzeln)
Va _ \ﬁ a_ya
b \b b b

iz 3 . 100 =10; /_:£_é;

0,03 V0,03 25 J_ 5
@z §=\/Z=2; _\/ 1_
J7 7 J100 10’

\/ o

405 [405° [81 9 /4
= = =— 54 —

; \5,(4) 5

oy
/51

Bemerkung
Die Wurzel der Summe zweier positiver Zahlen ist nicht gleich der Summe der Wurzeln der beiden Zahlen.
Genauer gesagt, wenn a, b > 0, dann Ja+b=Ja++b .
Fira=16 und b =25 ergibt sich zum Beispiel Ja+b=4+5=9, aber Ja+b =+/34 ~5,83....

Herausheben von Faktoren aus der Wurzel

Wir wollen eine Wurzel in Form eines Produkts schreiben, sodass einer der Faktoren von 1 verschieden ist und
keine Wurzeln enthalt.

Wir stellen fest, dass 20 =4 - 5, also ist /20 =+/4.5 =/4-\/5 =2./5.
Da18=9 - 2ist, kbnnen WiFJE:\/E:\/g-\/E::g-\/E schreiben.
Wir schreiben 75=25 - 3, was\/ﬁ:m:@-«/ﬁ:&\@ergibt.
Da 50 =25 - 2 ist, ergibt sich: v/50 =+/25-2 =+/25 4/2 =5-4/2.

Was stellen wir fest?

Mithilfe der Tatsache, dass die Wurzel des Produkts zweier positiver Zahlen gleich dem Produkt der Wurzeln
der Zahlen ist, kdnnen wir einige Wurzeln als Produkt einer Wurzel und eines von 1 verschiedenen Faktors, der
keine Wurzeln enthalt, schreiben.

Merke dir!

Fur zwei beliebige positive reelle Zahlen a und b gilt die Gleichheit va’b = a-b.
Die Schreibweise der Zahl va*-b in der Form a-\/E heifst, den Faktor a aus der Wurzel herausheben.

)

Beispiele: a.+/5°:3= 53 (Wir haben den Faktor 5 aus der Wurzel herausgehoben.)
b. \72-11 =711 (Wir haben den Faktor 7 aus der Wurzel herausgehoben.)
c. 3 =432.3=33 (Wir haben den Faktor 3 aus der Wurzel herausgehoben.)

d. \/7_5 =(7)*-7 =77 =497 (Wir haben eine Potenz von 7 aus der Wurzel herausgehoben.)
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Bemerkungen

1. Wenn a eine beliebige reelle Zahl und b eine positive reelle Zahl ist, dann gilt der Ausdruck va’b .
In diesem Fall gilt die Beziehung: v/a’b =lal-v/b.

Beispiel: V=57 3 =\(-5) V3=|-5]-\/3=5/3.

2. Befindet sich unter der Wurzel eine natirliche Zahl, so geht dem Herausheben der Faktoren aus der Wurzel oft
die Zerlegung der natirlichen Zahl in Primfaktoren voraus.

Beispiele: a. Die Primfaktorzerlegung der natiirlichen Zahl 12 ist 12 = 2* - 3. Daraus folgt:
V12 =223 =422 3=243.
b. Die Zahl 54 l&sst sich wie folgt in Primfaktoren zerlegen: 54 = 2 - 3%, Dann:

J54 =+2.3" =/2.3.3 =/32.6 = 3//6.

Einfiihrung von Faktoren unter die Wurzel

Problemstellung
Welche der Zahlen 2/3 und 32 ist groRer?
Methode I: Wir verwenden Naherungswerte: Methode IT Wir verwenden die Rechenregeln fiir
J3=1,732..., also 24/3 = 3,464...; Quadratwurzeln:
J2=1,414.., also 3v2 = 4,242.... 23 =43=412;
Beachtet, dass 24/3 <3+2. 3V2=\9.V2=118.

Da+/12 <+/18 ist, ist das Ergebnis 243 <342.

Was stellen wir fest?

Um die beiden Zahlen nach der zweiten Methode zu vergleichen, haben wir die Zahlen 23 und 32 als eine
einzige Wurzel geschrieben. Man sagt, dass wir die Faktoren, die vor dem Wurzelzeichen stehen, unter die Wurzel
eingeflihrt haben.

Merke dir!
Fiir zwei beliebige Zahlen a, b > 0 gilt die Gleichheit a-~/b =a’b.
Das Schreiben der Zahl a-+/b in der Form va®-b nennt man die Einfihrung des Faktors a unter die Wurzel.

Beispiele:

a. 3V11=4/32.11=+/99 (Wir haben den Faktor 3 unter die Wurzel eingefiihrt.)
b. 7\/§=\/ﬂ -\147 (Wir haben den Faktor 7 unter die Wurzel eingefiihrt.)
c. 5\/5 = x/ﬁ = \/5_3 (Wir haben den Faktor 5 unter die Wurzel eingefiihrt.)

: { / / 3
d. i\/z = g \/z = EA \/z = i = g (Wir haben den Faktor — unter die Wurzel eingefiihrt.)
4\5 4 5 16 V5 16 5 80 4

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

1. Schreibt jede der folgenden Zahlen als Produkt von zwei Wurzeln:

a. @; b. «/ﬁ; c. Jﬁ; d. /187.
Losung:

Wir verwenden die Regelva-b =Ja /b fira=0,b>0.
2. /68 =+/2-29 =2 .4/29; b. 35 =+/5-7 =/5 /7
c. VBL =/17-3 =17 /3; d. V187 =+/17-11 = /17 -\11.

2. Schreibt jede der folgenden Zahlen als Quotient zweier Wurzeln:

a. 25—4; h. ¥13:2; c. /0,147, d. 43,(5).
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Losung:
. . a +a,.
Wir verwenden die Regel ,|— =—= flira >0, b > 0.
Vb~ Vb

24 24 13 V13
— = V13:2 =, [—=——;
Vs 5 V2 T &2
e | 147 147 . B / 5 /32_\/32
07147 - M _m; 3;(5) - 36 = ? —W.

Hebt die Faktoren aus der Wurzel heraus und schreibt, wo es der Fall ist, die Existenzbedingungen von Wurzeln auf:
24X ; 12x°; J20x‘y; J27x°y°.
Losung:
Da x* > 0 fur jedwelche reelle Zahl x, hat der Ausdruck \/W Sinn fir jedwel-
che reelle Zahl x. Dann:

24x? =27 3% =\/2_2~\/§'\/§'\/X_2=2\/g'|x|={

2x,/6, wennx>0
—2x\/g, wennx<0’
Die Existenzbedingung der Quadratwurzelist x* > 0, was zu x > 0 fihrt. Wir haben:

V12X =223 %% =422 34X =243 x+/x =2x+/3x.

Da x*> 0 fir jedwelche reelle Zahl x, gibt es keine Bedingung flr x. Aber die
Bedingung y > 0 muss erfiillt sein. Dann:

J20x*y =4[22 5.x* -y =22 \Bx* -y =246 x* - Jy =2x* By .

Die zu erflllende Bedingung ist x* > 0 was zu x > 0 fihrt. Da y* > 0 ist, muss jed-
welche reelle Zahl y keine Bedingung erfiillen. Wir erhalten:

V277 =By =3 ey =343 xely 1=3x° 1y 13
Fihrt die Faktoren unter die Wurzel ein:

x5, x<0; -av10, a<0; —y*\7,y<0; —xy*\6,x<0,y>0.
Losung:

Bei Quadratwurzeln werden nur positive Faktoren eingefiihrt, sodass wir darauf achten miissen, diese Bedin-
gung zu erflillen.

Da x < 0 ist, folgt daraus, dass —x > 0 ist.
Somit ist x+/5 = —(—=x)\/5 = —/(=x) A5 = J(=x)* -5 = —\/5x7.
Da a < 0 ist, folgt daraus, dass —a > 0 ist. Also, —a\10 = /(~a)* -[10 = \/(—a)2 .10 =/10c?.

Wir haben y < 0, aber y* > 0. Somit ist —y*~7 = —(y2)? N7 ==J(y? ) -7 = —J7y".

Wir haben x < 0, also —x > 0. Da y > 0 ist, folgt daraus, dass y* > 0 ist. Wir erhalten:
~xy*\6 = J(=xF [y ) V6 = (=3 -(y* ) -6 =Jox’y".
Vergleicht die folgenden Zahlen:

247 und 74/2; ~3/3 und -4+/2; 43 und 7; 6+/3-4+7 und 0.

Losung:

Wir fiihren zuerst die Faktoren unter die Wurzel ein:

237 =~/22-7 =/28 und 732 =+/72-2 =/98. Da /28 <~/98 ist, folgt daraus, dass 27 <72 ist.
—3J3=-+/32-3=-27 und -4v2 = /4> .2 = —\[32. Da 27 > /32 ist, folgt daraus, dass _3J3>-42 ist.
43 =4*.3 =/48 und 7=«/7_2=«/E. Da /48 <+/49 ist, folgt daraus, dass 43 <7 ist.

673 =467 -3 =108 und 47 =/4>-7 =[112. Da /108 <112 ist, folgt daraus, dass +/108 —+/112 <0 ist,
also 6/3-44/7 <0.
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Vorgeschlagene Aufgaben

Schreibt mit nur einer Wurzel:

5 \3; 5 J6; N JI1V15;
J10.413; V2145 V19 V6 ; V2243
Berechnet:
J1,2-45; V5-y2,2; J3.1-410; J1,12-4/50 ;
3,520 ; —J0,4-(~V15); J4,5-(—24); \/0,06-4/50 .
Berechnet:
E¥ EIN _[B.[2. 4 1
2 R LR R
~J0.5-(-/1.3)); J0,6)-(—1,1); V2,2) 10,75 ; J/0,0(4)-135.
Zeigt, dass die folgenden Rechnungen eine natirliche Zahl ergeben:
V5-43,2; J6,25-\/4 ; —J0,9-(—/40); J2004/0,32;
\/g-\/ns ; \/g-\/o,_w J5,(3)-40,75 ; V2,1(3) /7,5 .

Schreibt jede der folgenden Zahlen als Produkt von zwei Wurzeln:
V6 ; V35; V49 V28 ; Va6 ; \/88 ; V164; h. +250.

Schreibt mit einer einzigen Wurzel:

5 J13 7 22 35 . J55 J14 J60
3’ V2 Jis’ 2’ V77 Jir’ Va2’ J280°
Schreibt jede der folgenden Zahlen als Quotient (Verhéltnis) zweier Wurzeln:
2 3 3 7
= —, 4—; 5—; 0,7 ; 1,325; 3,(2) ; 2,4(1) .
= 0 = 10 N V3.2) V2,4(2)
Hebt die Faktoren aus der Wurzel heraus:
12 : V20 ; J68; 60 ; J92; J120; J200; V252
Hebt die Faktoren aus der Wurzel heraus:
J22.3+34; 2°.54+24/25; 2°.32+516; 25.4-225:
4121 +2°.3%; J6?-5+3/36; V1572 -6+/225; \67-22 +5361.

Hebt die Faktoren aus der Wurzel heraus:
/@. [68 /192, [245 /450. [864 /748_ /875
25"’ 144° 169’ 256" 81"’ 121° 289’ 441°

Hebt die Faktoren aus der Wurzel heraus und schreibt, wo es der Fall ist, die Existenzbedingungen von
Wurzeln auf:

20x% ; JA5xX%y 32Xy \J68xy° .

Ordnet jeder Zahl in der ersten Zeile die entsprechende Schreibweise in der zweiten Zeile zu:

2.5 3J6 a2 93 27 45 -5410 —7J6

V243 B V32 ¢ 28 D V18 E /250 F -BO G. 294 H. 20 V54
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13. Flhrt die Faktoren unter die Wurzel ein:

y %ﬁ; 2r ‘. _gm; d. 4

e. 0,3\/§; f.-1 (2),/ s. 2,(1)4/0,81; h. O, 3(4),{
14. Fihrt die Faktoren unter die Wurzel ein:
a. Xv2,x>0; h. —x+/5,x<0; c. —x*410,x<0;
d. x°\6,x<0; e. —xyN7,x<0,y>0; £ —x*y*\J7,x>0,y<0.
15. Vergleicht die folgenden Zahlen:
a. 245 und 3v2; b. 247 und 343; e 42 und 2\10; d. -3V6 und ~2\14;
e. —2\/5 und —4«/3; f. 347 und 8; g. ~4+/5 und -9; h. 545-11 und 0.
16. Ordnet die Elemente der Mengen A und B in steigender Reihenfolge:
A={22;21;24/6;3v2;24/5;4/19}; B={2\7;3/3;5;24/10;5v2; 443}
17. In Abbildung 1 werden die Punkte A, B, C, D, E, F ED B 0 A cC G F
und G auf der Ox-Achse der reellen Zahlen durch _2' H _i ' (') ' 1 2 3 ' >

Punkte dargestellt. Ihre Abszissen sind die Zahlen:

242, 2,0,25, /3, -/0,64, 24/3, 5.

. Stellt die Punkte H(1), I(-3) und J(V/2 ] auf der Achse dar.
b. Bestimmt die Abszissen der Punkte A, B, C, D, E, F und G.

c. Schreibt die Punktpaare auf die Achse, deren Abszissenprodukt eine ganze Zahl ist.

Abbildung 1

Test
1. Berechnet:
a. 5-410: b J12 12 V15 d. \B.(4)-3

2. Das Ergebnis der Rechnung |\/§—1|+|\/§—2|+|—1| ist:
a. 2; b. v3; c. 2+443; d. 0.

Wahlt den Buchstaben aus, der der richtigen Antwort entspricht.

3. Setzt eines der Zeichen <, = oder > zwischen die beiden Zahlen, um eine richtige Aussage zu erhalten:

a. 3W2 26 b. -247  -3V3; c. 311 10; d. 4/5-9 0.
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4. Lektion: Addition und Subtraktion der reellen Zahlen

Schliisselworter
Addition Summe gleichartige Glieder (Summanden) Subtraktion Differenz

Addition der reellen Zahlen

Das Dreieck in Abbildung 1 hat die Seitenlangen 2 dm, x dm und y dm, wobei x und y
reelle Zahlen sind.
Wir versuchen, den Umfang des Dreiecks in jedem der folgenden Falle zu bestimmen:

x=2,23 und y=1,41; x=+5und y=+/2.

2dm
Abbildung 1

Im ersten Fall, mit x=2,23 und y =1,41, ist der Umfang eine Summe rationaler Zahlen. Wir erhalten:
U=2+2,23+1,41=5,64dm.
Im zweiten Fall versuchen wir, dem Ausdruck /5 ++2 eine Bedeutung zu geben. Betrachten wir auf der Zah-
lenachse die Punkte A und B mit den Abszissen x/§ bzw. \/g, wie in Abbildung 2. Dann ist OA =\/§ und OB =x/§.
Dann konstruieren wir einen Punkt C rechts von B, sodass BC =0A=+/2. Da OB + BC = OC, ist es sinnvoll zu
sagen, dass J5 ++/2 die reelle Zahl ist, der der Punkt C auf der Achse entspricht.

J5

N~

\/

} } } }
Abbildung 2 °p A NI

Wir kdnnen dasselbe tun, um 2++/2 oder /5 +2 oder sogar 2 ++/5 ++/2 zu verstehen.

Was stellen wir fest?
Die Summe von zwei reellen Zahlen ist eine reelle Zahl. Das obige Beispiel zeigt, wie wir den Punkt auf der
Zahlenachse bestimmen kénnen, der der Summe zweier positiver reeller Zahlen entspricht.

Merke dir!
Addiert man zwei reelle Zahlen a und b, so erhalt man eine reelle Zahl, die als a + b bezeichnet wird und die
Summe von a und b ist.
Die Zahlen a und b werden Glieder (Summanden) der Summe genannt.
Eigenschaften der Addition von reellen Zahlen
1. Die Addition von reellen Zahlen ist assoziativ: 3. Die reelle Zahl 0 ist neutrales Element:

(@a+b)+c=a+(b+c)=a+b+cfirbeliebige reelle a+0=0+a=afirjede reelle Zahl a.

Zahlena, b, c. 4. Unabhangig von der reellen Zahl a gibt es eine reelle

2. Die Addition von reellen Zahlen ist kommutativ: Zahl, die als —a bezeichnet wird und die Gegenzahl
a+b=>b+afirbeliebige reelle Zahlen a und b. (entgegengesetzte Zahl) von a ist, mit der Eigen-

schafta + (—-a) = (-a) +a=0.

Um die Summe zweier irrationaler Zahlen zu approximieren, kénnen wir die beiden Zahlen zwischen ihren
Abrundungen und Aufrundungen einschliefsen. Die Annaherung (Schatzung) der Summe ist umso genauer, je
mehr Dezimalstellen die Annaherungen der Summanden enthalten.

Bemerkung
& 1.Berechnen der Annaherung der Summe von zwei oder mehr irrationalen Zahlen
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Analysieren wir noch einmal die zuvor dargestellte Aufgabe. Fiir x = J5 und ¥ =+/2 haben wir:

Schatzung (fir x und y) x=+/5 y=\/§ X+y
mit einem Fehler von weniger als 0,1 2,2<x<2,3 1,4<y<1,5 3,6<x+y<3,8
mit einem Fehler von wenigerals 0,01  2,23<x<2,24 1,41<y<1,42 3,64<x+y<3,66

mit einem Fehler von weniger als 0,001 2,236 < x<2,237 1,414<y<1,415  3,650<x+y<3,652
Anhand der Daten in der letzten Zeile ergibt sich 5,650 < U < 5,652, d. h., U= 5,65 dm (die ersten beiden Nach-
kommastellen sind exakt).
2. Berechnen der Summe von zwei oder mehr Zahlen der Form a/d (wobei d fest ist)
Um mehrere reelle Zahlen der Form avd, d> 0, die unter der Wurzel die gleiche Zahl haben, zu addieren,

addiert man die Faktoren vor den Wurzeln und multipliziert das Ergebnis mit der Wurzel.
Mit anderen Worten: Wenn a, b, ¢, d reelle Zahlen sind und d = 0, dann:

i. a d+b«/H:(a+b)\/E; ii. a d+b\/a+c\/5:(a+b+c)\/a.
32+ 72 =(3+7)-v2 =104/2; 2J3+3/3=(2+3)-/3=5V3;
4J5 +8y5 ++/5 = (4+8+1)-+/5 =135: V10 +6410 +4/10 = (1+6+1)-4/10 =810.

Subtraktion der reellen Zahlen

Merke dir!

Die Differenz von zwei reellen Zahlen a und b ist die reelle Zahl d mit der Eigenschaft a=b + d.

Die Differenz der Zahlen a und b wird als a — b bezeichnet. Die Zahl a wird als Minunend und b als Subtrahend
bezeichnet. Die Operation, bei der die Zahlen a und b durch ihre Differenz verbunden werden, heifst Subtraktion.

Die Subtraktion zweier reeller Zahlen erfolgt durch Addition des Minuenden und der Gegenzahl des
Subtrahenden: a — b =a + (-b) fiir beliebige reelle Zahlen a und b.

Die Differenz der Zahlen av/d und by/d, d > 0, wird wie folgt durchgefiihrt:

aNd - bJd =(a-b}d.

Q2+V2)-V2=2+2+(~2)=2; 2. 6J6-25=(6-25=45; 2. 20V6-13\6-/6 =(20-13-1)\/6 =6+6.

Bemerkung
Eine Folge von Additionen reeller Zahlen wird als algebraische Summe reeller Zahlen bezeichnet. Die Gegenzahl
einer algebraischen Summe reeller Zahlen ist die algebraische Summe der Gegenzahlen der Glieder der Summe.
Zum Beispiel ist der algebraischen Summe s = 243 -7 +5-3,(6) engegengezetze Summe (Zahl), die algebrai-
sche Summe: s'=-s= —(2\/§ J7+5- 3,(6)) = 2J3+7-5+ 3,(6).

Beachtet, dass das ,,Minuszeichen” vor einer Klammer das Vorzeichen der Glieder (Terme) in der Klammer
andert.

Untersuchung
Zeichnet die Ox-Zahlenachse und stellt auf ihr die ? (': : (') : /:4 : : ? Xy
PunkteA,B,C,DmitdenAbszissen x, =+/2,x, =1+2+/2, R L R G
X, =—=2und x, =-1-+/2, wie in Abbildung 3, dar. Abbildung 3
a. Fillt die folgenden Kastchen mit + oder — aus, um wahre Aussagen zu erhalten:
Al |x,—x.|=Ix,] | x.[; B1. | x, —x,|=|x,] [x,; c1. | x, —x.|=Ix,l | x.;
A2. AC=0A oc¢; B2. AB=0B OA; c2. CD=0D OcC.

@

D
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b. Vergleicht die Ergebnisse von A1 und A2, dann von B1 und B2 und von C1 und C2 und setzt sie in Beziehung zu
den Vorzeichen der Zahlen x,, x,, x,, x,. Was stellt ihr fest?

c. Begrlindet eure Ergebnisse und beweist die folgende allgemeine Eigenschaft:

Wenn A und B zwei beliebige Punkte auf der Zahlenachse mit den Abszissen x, bzw. x, sind, dann ist der Abstand
zwischen A und B: AB =|x, - x,|.

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Berechnet:
25 -1+35+4; 47 +26 —7 +3J6 - 247 ;
1,3+4410+2,7-10-4-310 ; (-2,5v3 +3,21/6)+0,3v3 +(0,8v6 +1,24/3).
Losung:

25 -1+3V5+4=(25+35)+(-1+4) =55 +3.
N7 + 236 =7 + 376 =27 = (87 7 —2/7) + (26 +36) =+[7 + 56 .
1,3+410+2,7-+/10 -4-3v10=(1,3+2,7-4) +(4410 -+/10 - 34/10) =0+0=0.
(~2,5v/3 +3,246) +0,3v/3 + (0,86 + 1,24/3) = —2,5v/3 + 3,2/6 + 0,3v/3 + 0,8v6 +1,24/3 =
=(=2,543 +0,3v3 +1,24/3) + (3,26 +0,8v6) = /3 + 46 .
Berechnet, indem ihr zuerst die Faktoren aus der Wurzel heraushebt:
V8 ++/50 -/32; 227 -512 +/48 -3./108 .
Losung;:
V8 +4/60-+/32=22+5V2-4\2=(2+5-4)-\2=32.
2427 —5J12 +/48 ~3108 =2-343-5.24/3 +4/3 -3.6/3 =
=63/3-104/3+44/3-18/3=(6-10+4-18)-/3=-183.

Berechnet:
%@ ~0,(4)V162 +0,572 ; %@ ~1,5v24 —2,(3)v/45 +0,44/150 ;
2\/;+3 y +6\/;—3\/; , wobei x, y > 0; 6\/a72—4«/c173+7«/a73—x/a72 , wobeia> 0.
Losung:

%@-o,m)\mez +o,5ﬁ=%-2ﬁ—g.9\/§+%-6\/§=\5—4\5+3ﬁ=(1—4+3)~J§=0-J§=0 :

2 V20-1,5\24 -2,(3)45 +0,4/150 = 2245 - -2/6 -1 36 + 2516 -

=335 -3V6 — 745+ 216 =(3v5 ~7/5) + (~3v6 + 21/6) =—4/5 +(—/6) =445 /6 .
2x + 3y +63x = 3Jy =(2Vx +63/x)+(3\Jy - 3[y) =8Vx +0=8x .
Da a > Qist, ergibt sich Ja? =|al=a und V& =ava . Wir erhalten:

6Va? — Ao + 7@ —Ja? =6a-4dava +7aa —a=(6a-a)+(~4ava +Tava) =5a+3av/a .

Vergleicht die Zahlen a und b, wobei:

a=5-1,b=1; a=~7+1,b=6-7;
Cl=\/I+\/§+\/§+...+\/E, b=«/§+\/§+«/Z+...+\/%.
Losung:

Wir berechnen die Differenz der Zahlen: a—b=\/§—1—1=\/§—2 :JE-JZ >0.
Daa - b > 0ist, folgt daraus, dass a > b ist.

Wir berechnen die Differenz der Zahlen: a—b=(«/§+1)—(6—\/7)=\/§+1—6+\/7=2«/7—5=x/ﬁ—\/£>0 .
Daa - b > 0ist, folgt daraus, dass a > b ist.
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Wir berechnen die Differenz der Zahlen:
Cl—b=(\/I+\/§+\/§+...+\/£)—(\/§+\/§+\/Z+...+\/%)=
=\/I+)Z+)5+...+)%—)5—)ﬁ—ﬁ+...—\/%=JI—J%<0.

Da a - b <0 ist, folgt daraus, dass a < b ist.

Vorgeschlagene Aufgaben

Berechnet:
572 +842; 67 +4N7; 5 —7+/5; 3046 —22+/6;
114/3 + 83 + 10V3; 1547 — 347 +54/7; 186 + 246 —9/6; J3-53-243.
Berechnet:
2\/§+5\/§+6\/§+4\/§; 6\/g+4ﬁ+\/g+12ﬁ; \/§+3\/§—\/§+4\/§;
187 - 44/10 - 6:/7 - 44/10; —208/2 +4/11 —/11 +52; J6 —53 +61/6 —24/3.
Berechnet:
8v5 — (345 +44/5) + 545 - 345 36 + 126 + (1046 —/6) + 86;
3v3 (442 - 24/3)~(6v3 - 3v2) - /3; ~3v3+2V6 + (83 -106 +343)-6;
(V5 +347)+ (85 7 +3v5) —/7; (315 -413)— (4415 -913 -/15)++/13.
Berechnet in jedem Fall a + b und a - b, wobei:
a=43+2y5, b=+/5+44/3; a=672+4410, b=8v2-9410;
a=107-3V6, b=18v6 —-9/7; a=8V3+75-3J11, b=74/5-2/3 +311.

Zeigt, dass das Ergebnis der Rechnung von a+b+c in jedem Fall eine ganze Zahl ist:
a=73+2v2, b=4J5-7\3, c =22 - 45;
a=5v6-8v14, b=6-516, c=1+8V14;
a=7v15+4, b=3V15-2, c=8-10V15.

,Die Seitenlangen eines Dreiecks sind 3v6 cm, 46 cm und 56 cm. Der Umfang des Dreiecks ist ... .“ Flllt
die Licke aus, um eine wahre Aussage zu erhalten.

»,Der Umfang eines Rechtecks mit den Dimensionen 45 dm bzw. 2+/5 dm ist ... .“ Fiillt die Liicke aus, um
eine wahre Aussage zu erhalten.

Berechnet, indem ihr zuerst die Faktoren aus der Wurzel heraushebt:

V12 +243++27; V20 -+/80 ++/45 ++/5;
V12 ++/75 -1/48 +27; 50 ++/98 ++/72 —/18;
/32 /50 ++/128 —/200; V24 +/54 —J96 ++/150.

Ubertragt in eure Hefte und fiillt dann die gepunkteten Felder aus, um richtige Aussagen zu erhalten.
(/300 ++/1000) - (+/490 —/360) =...; V242 — (/99 ++/704 —-\[396) = ...
(V60 ++/52) - (\[135 -\/117) = ...; J675 — (V605 +/432) —\[720 =...;
(V2000 ++/405) - (/845 +/128) = .. ; 700 = (/726 —\[1008 ++/2400) =....

Berechnet:

48 +2:/18 +5+/32; 575 —24/108 + 4/48 + 24147;
6125 —24/180 —34/80 +5+/320; 324 — 454 + 5150 - 24/216;
10428 - 24/63 + 31112 + 44/252; 6740 +34/250 — 4490 - 24/360.

Berechnet:

3 /2842 5 _ 3 1 2 _
248+575 4108, 798 +5128-54200;
%\/180 +%\/320 -0,8/500; %/% +%Jﬁ ~0,(3W72 +1,(3)4/108;
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0,(2v/162 +1,5y/800 - 2/450; 12 1245 -2,(4)J567 —1,24/500 + 0,25/448.
Berechnet: > 7

2x +3Jx -5Jx , x> 0; 5\4x —3\9x +2/25x —\/49x , x> 0;

3Vx =2y +Vx -3y, x>0,y>0; J25a —+/36b ++/64b —~/81a,a >0, b > 0;

J8a ++/18a ++/50a -+/128a , a > 0; 2412a +3v27a - 2+/48a ++/75a , a > 0.
Berechnet:

\F 18 [32 24 [54 96 125 [80 [245 \/47 \/19 \/127
—t === — === — === 2—+,/9——-,[5—.
9 \25 V81 V25 "\ 29 V1225 V36 V81 \324 64 36 144

Vergleicht die Zahlen a und b, wobei:

a=«/€—2,b=3; azx/ﬁ+1,b=2;
a:\/§+5,b:3—\/§; a:3+2\/7,b=11—\/7;

a=v1+\V2+\3+..4449, b=v2+\3+4 +..+/50 .

Berechnet die Module:

1V10 -7 ; |V14 —/15; 1245 -342; |42 -6];
13v3+5l; 12414 - 347 1; |-26-35; |-632 +91.
Berechnet:
Jo-2y +J2-1y; Ja+43Y +J(3-37;
J@a-32y +\(3v2-5) ; JV10+6) —(-6-2410)" .
B G C

Maja und ihr Bruder Viktor kommen zur gleichen Zeit von der Schule nach Hause,
allerdings auf unterschiedlichen Wegen. Maja geht zum Kindergarten, um ihren jiin-
geren Bruder nach Hause zu bringen, und Viktor geht in die Buchhandlung, um ein
neues Heft zu kaufen. Die beiden Wege sind in Abbildung 4 eingezeichnet. ASBC
ist ein Rechteck, der Scheitelpunkt S ist die Schule der Kinder, der Scheitelpunkt
C ist ihr Zuhause, und die Punkte G und L symbolisieren den Kindergarten bzw.

die Buchhandlung. Bestimmt, welcher der beiden Wege kiirzer ist, da SA=300m, S A
SB=250 m, AL = BG =100 mist. Abbildung 4
Spiel
Flgt Klammern hinzu, sodass die folgenden Gleichungen wahr sind:
1. 1242 - 242 +52 +52 =0; 2. 122748 =33; 3. 15++/18 =5+3+2 =10.
Test
1. Berechnet:
a. 643+5(3; b. 1135 -445; c. 8V2-3J3+42+5(3.
2. Wabhlt die richtige Antwort aus. Wenn a =75 +3v2 -5 +4+2 und b=8v2+9J5 -2 -45, dannist a + b
gleich:
a. 115 -1442; b. 1175 +1442; c. —1135+1442; d. -11/5-1442.
3. Berechnet:
a. \/§+\/18+\/§+\/ﬁ; b. \/48—\/%+\/%+\/%;
c. 554 =340 +24/250 —-2:/96 ; d. %@ +0,44/12 —1%\/500 +0,(6)1/405.
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5. Lektion: Multiplikation und Division der reellen Zahlen

Schliisselworter

Multiplikation Produkt Kehrwert einer Zahl Division Quotient

Multiplikation der reellen Zahlen

Ein Grundstiick hat die Form eines Rechtecks mit den
Abmessungen von /5 dam bzw. /2 dam, wie in Abbildung 2 V2
1 dargestellt.

Wie viele ar hat der Flacheninhalt des Grundstiicks? Abbildung 1
Wie grofs ist der Flacheninhalt eines Grundstiicks, das V2
doppelt so lang und dreimal so breit ist (Abbildung 2)?

Antwort: A
Flo, = L [=~/5-+/2 =4/10 dam?. Wir wissen, dass 1 ar=1dam’ ist, ?
also Fl,,....= 10 ar. Abbildung 2
Die zweite Flache hat die Abmessungen L = 2.+/5 dam und [ =3-+/2 dam.

Beachtet, dass das zweite Grundstiick aus sechs urspringlichen Parzellen zusammengesetzt ist. Seine Flache
ist also sechsmal so grofs wie die Flache des ersten Grundstiicks, d. h., sie ist gleich 6- V10 ar. Mithilfe der Formel
erhalten wir: FI, ... = L- [=2/5-34/2 ar. Daraus folgt, dass (2-/5)-(3-+/2) =6-4/10.

Was stellen wir fest?

Dieses Produkt kann auch wie folgt berechnet werden: (2:4/5)-(3:v2) =4 /5 942 =44.5.9.2 =360 = 64/10.
Also (24/5)-(3v2) =(2-3)/5-2 =64/10.

Merke dir!
Multipliziert man zwei reelle Zahlen a und b, so erhalt man eine reelle Zahl, die als a - b bezeichnet wird und

das Produkt von a und b ist. Die Zahlen a und b werden als Faktoren bezeichnet.

Eigenschaften der Multiplikation der reellen Zahlen
1. Die Multiplikation von reellen Zahlen ist assoziativ: (a-b)-c=a-(b-c)=a-b-cfirjedesaq, b, c € R.

2. Die Multiplikation von reellen Zahlen ist kommutativ: a-b=b-a fir jedes a, b € R.

3. Die reelle Zahl 1 ist neutrales Element: a-1=1-a=a flr jedes a € R.

4. Fur jede reelle Zahl a # 0 gibt es eine reelle Zahl, die mit a™ bezeichnet und Kehrwert von a genannt wird, mit
der Eigenschafta-a™*=a™-a=1.

l-a=1.
a

Der Kehrwert einer reellen Zahl a # 0 wird ebenfalls mit i bezeichnet. Also a™ =i und a‘i=
a a a

5. Die Multiplikation von reellen Zahlen ist distributiv in Bezug auf Addition und Subtraktion:
a. a-(b+c)=a-b+a-cfirjedes a, b, c € R; b. a-(b-c)=a-b-a-cfiir jedes a, b, c € R.

Bemerkungen .
1. Die Multiplikation reeller Zahlen hat die gleichen Eigenschaften wie die Multiplikation rationaler Zahlen. »
2. Wenn ein Faktor eines Produkts 0 ist, dann ist das Produkt gleich O:
a-0=0-a=0 fir jede reelle Zahl a.
3. Wenn ein Produkt O ist, dann ist mindestens einer der Faktoren O:

Wenn a-b=0, dann a=0 oder b =0.
4. Das Produkt der reellen Zahlen av/b und cv/d, wobei b > 0, d > 0 ist, wird nach der Regel berechnet:

av/b-cd =(a-c)-~/b-d =ac/bd.
Nach der Multiplikation zweier reeller Zahlen, die Wurzeln enthalten, hebt man, wenn méglich, die Faktoren
aus der Wurzel heraus.
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456711 =4-6-\/56-11 =24455; 5v2-(-442)=[5.(-4)] V2.2 =-20-2=-40;
243512 =(2-5)-4/3-12 =10/36 = 10-6 = 60; 5V6 -3v4 =(5-3)-/6-4 =15+24 =15-2/6 =30v6;

(=68/5) V15 = (=6-1)-v/5-15 = —64/75 = —6-5+/3 = —304/3.

Bemerkungen
& Durch Analyse der Rechnung;:
VBB +v2)-(6 +1) =333 V26 -1=3+ A6 — 6 -1 =2
stellt man fest, dass flr die erste Klammer die Distributivitat der Multiplikation in Bezug auf die Addition verwendet

wurde. In der zweiten Klammer ist man wie folgt vorgegangen: —(«/g+1) = (—1)-(\/g+ 1)= (—1)~\/5+(—1) 1=-J6-1.
Dieses Beispiel flihrt uns zu folgender Regel:

das ,,—“-Zeichen vor einer Klammer céindert das Vorzeichen der Glieder in der Klammer.

Division der reellen Zahlen

Problemstellung

Wir wissen, dass wenn a-b=c,dann a=c:b und b=c:a, wobei a, b, c von null verschiedene rationale Zahlen
sind. Wir fragen uns, ob diese Beziehungen auch fiir reelle Zahlen gelten.

Ausgehend von der Gleichheit (245)-(3v2) =610 kénnen wir ableiten, dass (64/10):(2+/5) = 32.
Wenn man die Division nach den Rechenregeln fiir Quadratwurzeln durchflihrt, erhalt man:

(67/10):(24/5) =/36-10: /4.5 =360 : /20 =/360:20 = /18 = 34/2.

Was stellen wir fest?

Die Division (6+/10):(2+/5) kann wie folgt durchgefiihrt werden: (6+4/20):(2+/5)=(6:2)-v10:5 =3+/2.

Merke dir!

Der Quotient zweier reeller Zahlen a und b, b # 0, ist die reelle Zahl ¢ mit der Eigenschafta=5b - c.

Der Quotient der Zahlen a und b wird mit a : b oder % bezeichnet. Die Operation, durch die den Zahlen a und b
ihr Quotient a : b zugeordnet wird, wird Division genannt. Die Zahl a wird als Dividend und die Zahl b als Divisor
(Teiler) bezeichnet.

Der Quotient zweier reeller Zahlen wird durch Multiplikation des Dividenden mit dem Kehrwert des Divisors

bestimmt:
a:b =%=a% flr beliebige reelle Zahlen a und b, b = 0.
Der Quotient der Zahlen avb und c+/d, wobei b, d > 0, ¢ = 0 ist, wird wie folgt gebildet:

(avb):(cvd) =(a:c)-vb:d oder ‘”E "‘\f

V14 :\2 =\14:2 =7; (6712):(24/3)=(6:2)12:3=3/4=3.2=6; %: 4756:/%;

oo (oo (-G N 3o 102 -2

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

1. Berechnet:

o 214 +410); b, 25F 3f o (18YF5):(L3V3):(V12); <. (2415 + 30435 _18Y55):(645).
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Losung:

Wir wenden die Distributivitat der Multiplikation in Bezug auf die Addition an:

V2 (V14 +410) =2 14 ++/2 10 =28 ++/20 =24/7 + 245.

25V14 37 _5V14 7 _5J14.7 _5.7V2

3 3 1 7 7

7

V2.

(18@):(—3\/5):(—@#[18:(—3)-#45:3}:(—2«/5) — (—6+/15): (-24/3) = 345.
(2415 + 304/35 — 184/55) : (6+/5) = (24+/15) : (6v/5) + (30+/35) : (6+/5) — (18+/55) : (6/5) = 4+/3 +5+/7 — 34/11.
Berechnet a-b und a:b, wobei: a=6\/5_4+5\/%, b=12\/ﬁ—2\/363.

Losung:

a =654 +596 =6-36 +5-4/6 =186 + 206 = 386;

b=12v12 -2/363 =12-23-2.11/3 = 24/3.

a-b=386-243 =76y/18 =76-3v2 =2282 und a:b=(386):(2v/3)=(38:2)//6:3 =19+2.

Xy

Hebt die Faktoren aus der Wurzel heraus und berechnet dann das Verhaltnis —Z, wobei:

V4
X =575 + 412 —2/48, y = 24/135 - 4/60 - 34/240, z = 24/180 —54/80 + 3+/20 +/720.

Losung:

X =575+412-248 =5.5\/3+4.2y/3-2.4/3 =25\/3+83-83 =253.
¥ =24135 - 460 —3240 =2.3\15 - 4-24/15 - 3-44/15 = 6:/15 - 815 - 124/15 = -144/15.
2=2/180 -5y80 + 320 + /720 =2.6/5 —5-44/5 + 3-24/5 + 124/5 = 124/5 —20/5 + 6+/5 + 12/5 = 104/5.

Xy _ 2543 -(-14+/15) _25-(-14) [3-15 _5-(-14) 332573

z 105 10 5

Portfolio

2

-105.

A. Gib jeweils ein Beispiel fur zwei irrationale Zahlen a und b an, fir die die angegebene Bedingung wahr ist:

a. a+beQ; b. a-beQ;

c. a+beR\Q; d. a-beR\Q.

B. Beweise, dass, wennacQ und be R\ Q, danna+beR\Q, und wenn aufserdem a#0, danna-beR\ Q.

C. Vergleiche die Ergebnisse von den Punkten A und B mit denen, die aus den Lektionen 4 und 5 bekannt sind, in
den Abschnitten tber die Summe und das Produkt zweier rationaler Zahlen, und flige die Schlussfolgerungen

zu deinem personlichen Portfolio hinzu.

Sammle alle Materialien, die du hergestellt hast, in einem Ordner, der dein Mathe-Portfolio sein wird.

Vorgeschlagene Aufgaben

Berechnet:
24/3-445; 5v2-9\7;
(-124/3)-(-5v10); 6714 -(-543);
Fihrt die folgenden Multiplikationen durch:
46 -343: (-24/15)-5V5;

(-5+/32)-(-3+/18);

Fiihrt die folgenden Divisionen durch:

J12:42; Ja5 :3;
(12V6):(-3v2);
Berechnet:
1 3 .
ENGENS

(—72)-(=24/96);

(-15v/45):(-5+/3);

[‘%)@1—54@;

~36-1045;
(—/15)-(-9V7);

-1147-5\13;
10V11 -(-8+/2).

10418 -(-210);
(-8+24)4/125;

V20 (-6+12);
5428 -(—/112).

_J18:J6; 28 :(—/14);
(-9/84): (3V/14); (8+/54):+/48.

1,5+/28-0,(6)v/35:

ﬂ\ﬁ.i\ﬁ.
9Ve6 4\3’

(>

37




Ja5— 2. (—26—5@):(2,5JE); %:(—\/363); 25212

J125 1014
Berechnet in jedem Fall a-b und a:b, wobei:
a=243+443, b=+3+412; a=+/56 ++/126 , b=4+28 /63 ;
a=~640-+/40, b=345-/180; a=360+7415-/135, b=+/108 - /48 .

,Der Flacheninhalt eines Rechtecks mit der Breite 4+/2 cm und der Lange das Dreifache der Breite ist ... .*
Fillt die Licke aus, um eine wahre Aussage zu erhalten.
Zeigt durch Berechnen, dass a-(b+c)=a-b+a-c, wobei:
a=+2+8-32+18, b=+216++/24 -\96, c =+/90 + 224 -310 -/54;
a=+/56 +1/126 + 4350, b=8160-210++/90, ¢ =+/810-+/360-2+/90.

Berechnet:
V3-(J15 -6); 35-(V10 ++/5-2); 24 .(-8y3+/150 -3+200);
(75 —\60 +4/54):/3; (/48 —24/135):4/12: 21782 : (792 —/550).

Berechnet das Verhaltnis u, wobei:
z

x =356 350 +24/126 —~/224, y =58 —24/32 + 4/18 + 34/128, z =363 +2+/28 —/700 ++/175;
X =210 +24/40 —y/250 ++/90, y =3v245 /80 —+/500 + 3v45, z=+/200 +162 —~/242 ++/98.

Fihrt die Rechnungen durch:

J5-(2-/3+36)++/15; (45 +51/8 -/75)(3v/10);
(2424 —\[192 +24/80):8 - (+/5 —/3); (3120 ++/960 —/420): (24/15).
Schreibt den Kehrwert jeder Zahl:
4; -6; % -0,3; J7; ~243; - g
Bestimmt x aus den folgenden Gleichungen:
x 12, J15 5 J48  3x V27 189
NPERNC x  ae’ V5 6o’ 50 ax
Bestimmt x so, dass die folgenden Gleichungen wahr sind:
x~\/§=\/§; (3\/§)~x=\/135; x:(—«/ﬂ)=«/5_4; 4,41 :x=0,7.
Spiel
Das magische Quadrat
Vervollstandigt das nebenstehende Quadrat, wobei man weifs, dass das Produkt der N
Elemente in den Zeilen, Spalten und Diagonalen gleich ist. 82 242 >
2
Selbstbewertung
1. Berechnet:
a. 332247 b. v/3-1045; c. (124/15):(445).

2. Wabhlt die richtige Antwort aus. Der Flacheninhalt eines Rechtecks mit der Lange 6+/5 cmund der Breite, die halb so
grofs ist, betragt:
a. 30 cm? b. 60 cm’; c. 90 cm?; d. 120 cm®.

3. Fuhrt die Rechnungen durch:

a. 5-(J10 ++/15); b. 26 -(3v2 ++/30-4); c. (25420 +/600 —3+4/250): (5+/2).
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Wiederholung und Bewertung

Die Menge der reellen Zahlen « Die Gegenzahl einer reellen Zahl « Der Absolutbetrag einer reellen
Zahl - Vergleichen und Ordnen der reellen Zahlen « Rechenregeln fiir Quadratwurzeln « Operationen mit

reellen Zahlen

Schreibt fiir die Aufgaben 1-8 den Buchstaben, der der richtigen Antwort entspricht, in eure Hefte. Fir die Auf-

gaben 9-14 schreibt die vollstandigen Losungen auf.

1. Die Quadratwurzel aus 25 ist:

a. 25; b. 5; c. —\/g; d. 5.
2. Die Gegenzahl der reellen Zahl J7 ist:

a. —\/7; b. ﬁ; c. 7; d. -7.
3. Von folgenden Zahlen ist irrational:

a. —=0,(7); b. —4; c. \/8; d. g
4. Die Zahl kleiner als v/6 ist:

a. 6; b. \/§; c. \/g; d. 3.
5. Das Ergebnis der Rechnung J6 7 ist:

a. 13; b. V42; ¢ 6J7;  d. 7.
6. Das Ergebnis der Rechnung /45 /5 ist:

a. +40; b. \/5; c. 9; d. 3.
7. \/54 ist gleich:

a. 633; b. 246, ¢ 3J6;  d. 1843.
8. Die Zahl /10 befindet sich zwischen:

a. 1und 2; b. 2und 3;

c. 3und4; d. 4 und 5.

9. Gebt an, welche der folgenden Aussagen wahr (W)
und welche falsch (F) ist.

a. —24/3=4/12;
b. Der Absolutbetrag von 0 ist 0;

c. 4/0,81=0,9.

Beobachtungsbogen fiir das Schiilerverhalten

10. Bestimmt die grofste natirliche Zahl, die kleiner
als /60 ist.

11. Ordnet jedem Ausdruck in der Spalte A die richtige
Antwort in der Spalte B zu:

A B
.7
N +4? ? 15
it :- 14
\/372+\/4_2 d. 5

12. Bestimmt die Zahlen a und b in der folgenden
Tabelle:

Dividend Teiler Quotient
~6/48 243 a
3245 b V20

13. Berechnet: \14 + 7425 —/26? - 247 +5./0,04.
14. Berechnet: v/5-(2-6) +v/15 -(v2 =+/3).

» Ich war daran interessiert, Neues liber Losungsmethoden von Aufgaben zu lernen.
» Meine Teilnahme am Mathematikunterricht wurde von meinen Mitschiilern und der Lehrkraft geschatzt.

manchmal

immer
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6. Lektion: Die Potenz einer reellen Zahl mit ganzem Exponenten.
Die Reihenfolge der Rechenoperationen mit reellen Zahlen

Schliisselworter

Potenz mit nattirlichem Exponenten Basis Rechenregeln mit Potenzen Potenz mit ganzzahligem Exponenten Exponent

Die Potenz einer reellen Zahl mit ganzem Exponenten

Mathe im Alltag

Ein Grundstlick hat die Form eines Quadrats mit einer Seitenlange von 2\/§ dam (wie in Abbildung 1).

a.Wie viele dam’ umfasst die Grundstiicksflache?

b. Wie viele dam?® betragt der Flacheninhalt eines Grundstiicks mit der dreifachen 2,5
Seitenlange?

Antwort:

a. Der Flacheninhalt des Grundstiicks betragt: 25
(2v5) =245 .24/5 = 4.4/25 = 4.5 =20 (dam?).

b. Das zweite Grundstiick hat die Seitenlange: [ = 3.25 =6/5 dam.
Durch Berechnen des Flacheninhalts erhalt man:

Fl,, un= 1 =(63/5)* =6:/5 -6+/5 =36 -5 =180 (dam?). Abbildung 1
Was stellen wir fest?
Durch Berechnen des Flacheninhalts erhilt man (24/5) =22-(\/5)2 und (6+/5)? =6?-(+/5)>.

Merke dir!

Sei a eine reelle Zahl und n eine natiirliche Zahl, n > 2. Das Produkt von n Faktoren gleich a heifst die n-te Potenz
der reellen Zahl a und wird mit a" bezeichnet:a" =a-a-...-a .

n Faktoren

Laut Vereinbarung ist a* =a und a° =1 fiir jede von null verschiedene reelle Zahl a. 0° ist nicht definiert (es hat
keinen Sinn).

Wenn a0 eine reelle Zahl und n eine natirliche Zahl ist, dann ist laut Definition a™" =i"
a

In der Schreibweise a”, wobei p € Z ist, wird a als Basis und p als Exponent der Potenz bezeichnet.

(V2F =v2-242=+222=2V2; (-832) =(~42)-(-442) =164 =16-2=32;
35) 3) 3 3 3} 3.
LR L3
L, 1 1 1 Ayl 1 1 _ 2
(2 T2y 242 2 (~43) (37 (V3)-(+/3)-(/3) 33

E] Bemerkung

Wir heben eine reelle Zahl der Form av/b (a # 0, b > 0) zu einer Potenz, die natiirliche Zahl ist, indem wir sowohl
den Faktor vor der Wurzel als auch die Zahl unterhalb der Wurzel zur Potenz heben und dann die Ergebnisse multi-
plizieren.

(245 =2°\/5* =8.5\/5 = 405; (‘%‘/gj =(—Ej Jor =16.36-8%,

3 81 9
Rechenregeln mit Potenzen

Die Rechenregeln fiir Potenzen, deren Basis eine rationale Zahl und deren Exponent eine natirliche Zahl
ist, lassen sich auf Potenzen Ubertragen, deren Basis eine reelle Zahl ist, und fihren zu ahnlichen Regeln.
Im Folgenden betrachten wir x und y als reelle Zahlen ungleich null und m und n als ganze Zahlen.



Merke dir!

1. Die Multiplikation der Potenzen mit derselben Basis

Um zwei Potenzen mit derselben Basis zu multiplizieren, behalt man die Basis bei und addiert die Exponenten:

Xm . Xn — Xm+n

Beispiele:  a. (v2)*-(V2)° = (V2)** =(¥2)%; b, (ﬁ)“-(ﬁ)?ﬂﬁ)“*”=(ﬁ)3=%.

2. Die Division der Potenzen mit derselben Basis
Um zwei Potenen mit derselben Basis zu dividieren, behalt man die Basis bei und subtrahiert die Exponenten:

Beispiele:  a. [%] (%J =[§] =[§J b. 7)1 (7)Y =(7)*" =(J7)* =+/7.

3. Die Potenz einer Potenz

Um die Potenz einer Potenz zu berechnen, behalt man die Basis bei und multipliziert die Exponenten:
(Xm)" _ Xm»n'

Beispiele:  a. [(\/5)5]3=(\/§)5'3=(\E)15; b. l( %J ] {\/Q(_g%-o:(\/aoﬂ.

4. Die Potenz eines Produkts. Das Produkt zweier Potenzen mit demselben Exponenten
Um ein Produkt zu einer Potenz zu erheben, wird der Exponent auf jeden Faktor des Produkts verteilt:

(x-y)=x"-y"

Um zwei Potenzen mit demselben Exponenten zu multiplizieren, multipliziert man die Basen und behalt den
Exponenten bei: x"-y" =(x-y)".

Beispiele: a. (2-\/5)“=2“-(\/§)“=16-9=144; b. («/§)7-[%J :[\/E%J =17 =1,

5. Die Potenz eines Quotienten. Der Quotient zweier Potenzen mit demselben Exponenten
Um einen Quotienten zu einer Potenz zu erheben, wird der Exponent auf jeden Faktor des Quotienten verteilt:

el
y) yo

Um zwei Potenzen mit demselben Exponenten zu teilen, teilt man die Basen und behalt den Exponenten bei:

3 ynz(;j. 5 5
cpiele:  a | Y2 _(2P 242 V2. W3F (V3) (V3] (1Y 1
Beispiele: (2] = =g ~ 4 b. (@)5_[@] {2\/5] _(ZJ ==

Die Reihenfolge der Rechenoperationen mit reellen Zahlen

In Abbildung 2 ist ABCD ein Rechteck und DEFG ist ein Quadrat. Wie grofs ist der Flacheninhalt der schraffierten
Flache?

A E 5 D
Antwort: ¥5

Der Flacheninhalt der schraffierten Flache ist die Differenz der 75

Flacheninhalte des Rechtecks ABCD und des Quadrats DEFG:

Flschraf'fiert = FIABCD - FIDEFG' 2\/§ G

Fl,,=L-1=3J5-2J5-=6.5=30.

Fl . =*=(\/5)* =5. Daraus folgt, dass FI .. =30 - 5=25.

Die Berechnung des Flacheninhaltes lasst sich schnell und einfach B C

2 35

durchfihren: FL, . =2/5.3\5 _(\/E, ) -30-5=25. Abbildung 2
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Was stellen wir fest?
Die Reihenfolge der Rechenoperationen mit reellen Zahlen ist dieselbe wie bei den rationalen Zahlen.

Merke dir!

In einer Rechnung (Kettenrechnung), die Rechenoperationen mit reellen Zahlen enthalt, werden sie wie folgt
durchgefihrt:

« zuerst die Potenzrechnungen (Operationen 3. Ordnung);

« dann Multiplikationen und Divisionen in der Reihenfolge, in der sie geschrieben stehen (Operationen 2. Ordnung);

« dann die Additionen und Subtraktionen in der Reihenfolge, in der sie geschrieben stehen (Operationen erster

Ordnung).

Wenn in der Ubung Klammern vorkommen, fiihrt man zuerst die Rechnungen in den kleinen (runden) Klammern
durch, dann die Rechnungen in den grofsen (eckigen) Klammern, gefolgt von den Rechnungen in den geschweif-
ten (geschwungenen) Klammern.

V24 +312:72 =26 ++/6 = 36;
(V3-v20) ~(V5) -(5)* 1(BY 445 =1~ (B} 445 =1 45 + 5 =1,
V2(J3-4)-\B(2V6 +32) =2 VB -V2-4-\3-2J6 ~3-V2 = ¥6 ~ 432 642 - 6 =-1042.

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

1. Schreibt als Potenz mit ganzzahligem Exponenten:

A (-2)"-8°(-32)% b (V2)-(—/B) -(V128); c. (—ﬁj : [i] -(3)”.
Losung:
a. (_2)4 '83 (_3 2)6 — 24 .(23)3 (25 )6 — 24 '29 .230 — 24+9+30 — 243‘

b (V27 (—VBY -(V128Y = (V21 [ (V2 | -[(W2) | =(2) -(-2)* -(2)" = (2" =-2*,

{3 (4] 8] B 25

2. Berechnet:

2. 450 40,2 — ~3/5.4/10; b. (4430 -4/180): (—/5) + CH —( 1 ]
10 [L©)-0,6)] | 7

Losung:
2. /450 +o,2-%—3\/§-mz15ﬁ+0,2-10—15ﬁ=2.

b, (4430 —180): (—B) + —+ [ 1 j — (44/30): (—5)~ 180 : (-5) + 12 5{ﬂ} _

[L6)-06] \ V7 (5 _J 1
=46 +6+1-7=-46. 33
3. Flgt Klammern ein, damit die folgenden Gleichungen richtig werden:
a. =3v2-350:162+6=4; b. \N7+6-36:18+342 =1.
Losung:

2. (=3v2-3v50): /162 +6 = (-3v2 = 15+/2): (9v2) + 6 = (-18+/2): (9v2) + 6 = -2+ 6 = 4.
b. (N7 +6)-3v6 : (18 + 3v/42) = (\7 - 316 + /6 -3v6) : (18 + 3v/42) = (342 + 18) : (18 + 3/42) = 1.

Vorgeschlagene Aufgaben

1. FGhrt durch:
-3
a. 4% b. (-11)% c. 0,1% d. (\/5)“; e. (—2\/7)2; f. 4™ g. \/gfz; h. [—Ej .
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Schreibt als Potenz mit natiirlichem Exponenten:

(1,3)"-(1,3); 7Y (T (-2v3)"- (=243’ (7Y ()

(a5Y : (445", (377 T; EECHE [T}
Fihrt durch:

3Y (3Y (3" 8\ ( 8)"( 8Y, 2 (7Y Ry

EGE)3): =) 5 5) oy ey

(6v2)° 1(6v2)* :(642); (35 ] :[345) ; W1 [y ]
Schreibt als Potenz mit natiirlichem Exponenten:

5.3, (-1,5)-(-4)’; 3)*-(10)*; (o) -(243)" ()",

(4,5)° :(1,5)5 (+20)":(B)% (%) :(%} ; (\180)* : (24/B)* -(-3)*,
Schreibt die folgenden Zahlen als Potenz mit dem Exponenten 2:

4 55, 0,01; 67 5; L 7

25 2 4
Fihrt durch:

(-4)+2-(-3); -36:(-3)*-8:2; 5% :(-5)° +(-2)-(-4); 64:(-2)-(-2);

1 V3 2 V3 1
=:0,5°+1,(3)-(-6); —(-6+2 6; 3v3:(v3) +(—/15)% —— .
5105 +1,(3)(-6) 5 (-6v2)+v6 V3:(4/3) +(-/15) 3 W2 o7

Fiahrt durch:
J5(6++/30)-2(+/75 ++/10); (/90 ++/30):4/6 —+/2(3v/10 —+/120) —/375;
(54108 —24/1200): [i:ﬁj : (\/32 YT .\/%j -ﬁ.
J5 J5 4
Berechnet:
\/294.[\/384—4ﬁ.(2\/8.\/§+6\6):2}
{[3\/375 ~J3" (/180 —\/%)] : 3}-3\/@
220 {3\/120 - [5\/224 ~J8-(V112 + \/252)J 10,25 -4*1};
{2&-(&)* —[J192 -(\/%—\/128)—2\/486]}.\/5.
Berechnet:
6- (V567 — 2428 —\112) +(44108)* : (3427 — /363 + /48)%;
V63 (V252 ++/7 =24/63) + (311 /396 +/44)* : (—/11);
(V180 +/125 —+/720)* - (—/6) - /2 - (2412 —/3 - /480 : 10)3;
—6:/216 : (V72 - 58 ++/50)° — 54540 : (24/45 — /80 ++/320).
Berechnet:
1 73 (2 1| = 2 sf
—35.{—0,2«/@1—5-(7—%]}.\@, [5\5—2,(6).\5} {— 0,(3)+0,25.-2Y< |.0,75.
. . B V2 18 (3/8 2418 \F
Zeigt, dassdleZahla_|:(«/§+?— 5 j («/R 3 H oc ganz ist.

Die Summe aus dem Quadrat von —6 und dem Kubus von 2 wird mit —4+/2 multipliziert. Vom Ergebnis sub-
trahiert man die Summe von —/72 und der Kubikzahl von —3+/2. Das neue Ergebnis wird durch 4 geteilt.

Schreibt eine Beziehung, die den Text der Aufgabe veranschaulicht, und gebt dann das Endergebnis an.
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Fligt Klammern ein, damit die folgenden Gleichungen richtig werden:

—3°\2 42 : 448 -5\3+ 2427 :4/363 = -2; 5 -2 7+ (2B —47:7=1.
Sei die reelle Zahl x =\/ﬁ3 —+/20-/55.

Beweist, dass +/11 = 3,31.

Ermittelt eventuell mit einem Taschenrechner den ungefahren Wert der Zahl x, indem ihr die Abrundungen
in der Grofsenordnung von Hundertsteln aller Wurzeln in jeder der folgenden Aussagen verwendet:

x=+1331-/1100; x =11 11 -411 —/20 -/55;
x =+/1331 —~/20 -/55: x =+/11 -4/11 -4/11 —/1100.

Ordnet jede der reellen Zahlen in der ersten Zeile der Menge in der zweiten Zeile zu:

a=(—6)-(—6) : (&) -(-V6Y; b:[m§+|3ﬁ—4|:(2ﬁ)] o= ﬁ‘ﬁﬁ‘@.
R\Q; N; Q\Z; Z\N.

Bestimmt in jedem Fall die grofste ganze Zahl, die kleiner oder gleich der reellen Zahl x ist:

x=[V3-V3-(6-1]-(3)%

-0y - 1045,

x=[ (o) :(-J6) |:(J6)* +3,

Test
1. Berechnet:

a. (3 -(3)? :[(ﬁf]s; b. (\8)*:(\2)*-(1,5)%; ¢ 3°+(/3)? +(§j .

2. Wahlt die richtige Antwort aus. Das Ergebnis der Rechnung (\/5)3 '(\/§+\/§)—(\/§)3 .(«/§+\/§) ist:
a. 5—\/5; h. O; c. —5—\/5; d. \/E

3. Berechnet:

a. @-[—\/?JMMZO:Z; b. 24196(\/45 +4/20 +4/80 -/125); . {\/52+122 :%—42~@j~%.



7. Lektion: Rationalisieren des Nenners eines Bruchs

Schliisselworter

Rationalisieren Erweitern Nenner Wurzel

Ein rechteckiges Grundstiick mit einem Flacheninhalt von 50 m* wird in 6
quadratische Parzellen gleicher Flacheninhalte unterteilt (siehe Abbildung 1).
Wie lang ist die Seite eines Grundstlicks?
Wie viele Meter Draht werden bendétigt, um das Grundstlick einzuzaunen?

Antwort:

Der Flacheninhalt einer Parzelle betragt %z% m°. Wir bezeichnen mit a die

Abbildung 1
Seitenldnge einer Parzelle. Dies ergibt a’ :% woraus folgt, dassa = ,/ —Meter

Um zu bestimmen, wie viele Meter Draht zu kaufen sind, berechnen wir den Umfang des Grundstiicks. Die

Lange des Grundstlicks ist gleich L =3- Meter und die Breite [ =2 > Meter Deshalb:

R 5B

Grundstiick

y oLl 2(15 10) 25 50

\/, \/, 2- T—ﬁ Meter.

Wir stellen fest, dass, obwohl wir den ungefahren Wert von J3 kennen, also +/3=1,73..., es schwierig ist, den
Wert des Umfangs auch nur annahernd zu schatzen, da der Divisionsalgorithmus, den wir in der 5. Klasse flir Dezi-
malbriiche gelernt haben, davon ausgeht, dass die Anzahl der Dezimalstellen des Divisors endlich ist.

In solchen Situationen ist es nitzlich, den Nenner als rationale (sogar natirliche) Zahl auszudriicken. Eine
Moglichkeit, dies zu erreichen, besteht darin, den Nenner mit einer glinstig gewahlten Zahl zu erweitern.

50 _ 50v3 _50V3
V3 343 3

Da \/5«/5 =3, erweitern wir den erhaltenen Bruch mit \/§ . Also:

In diesem Fall kénnen wir den Umfang wie folgt approximieren:

5043  50-1,73... 86,5...
Grundsnlck: 3 ’ 3 ) 3
Folglich werden mindestens 29 Meter Draht bendtigt.

; 28,83....

Was stellen wir fest?
Um den ungefahren Wert einer reellen Zahl zu bestimmen, die durch einen Bruch ausgedriickt wird, dessen
Nenner eine Wurzel ist, empfiehlt es sich, den Bruch so zu erweitern, dass der Nenner eine rationale Zahl wird.

In dem angegebenen Beispiel wird der Nenner des Bruchs 50 durch Erweitern mit +/3 rational.

Ve

Bemerkung

Den Nenner eines Verhaltnisses aus reellen Zahlen zu rationalisieren, wenn der Nenner irrational ist, bedeutet,
das Verhaltnis mit einer irrationalen Zahl zu erweitern, sodass der Nenner des Verhaltnisses rational wird.

Wenn der Nenner eines Verhaltnisses aus reellen Zahlen eine irrationale Zahl der Form a\/E ist, wobei aund b

rationale Zahlen ungleich null sind und b > 0 ist, kann man zum Rationalisieren des Nenners des Verhaltnisses mit

vb) X X'\/E _X\/E

\/E erweitern. In diesem Fall haben wir: =

avb avb-\b ab




Beispiele

. P7_ N2 T2, , %6 _ 63 _ 6V3_ 23,
N2 (2p 2 - 53 53¢ 53 57

L9 P9 9B 95 _9\5. L a7 a7 V11477 _ 477
" J20 25 2.5 25 10° 311 3.(J11p 311 33

©
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Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

1. Zeigt, dass die folgenden Zahlen rational sind:

B 2k 2 3 -3
a. s M Cay B . |
. 7 s
Losung:

V3)
e \/§3 =\/§——3\:§§ =\/3-+/3 =0, was eine rationale Zahl ist.

P2-5 [a_+5.2-V5) ®Va _2y5-5 25 _2J5-5-25 -5

G 5_ (5): N 5 5 El
.3 Jo-32_ "3 *V6-312 33 Jo-Vo-V6-3v2 3 6-3J12
\F 24 2[ 26 2.3 2.6 2 12

fesszé(lx/—)flf)gﬂ)g

b. = -1, was eine rationale Zahl ist.

, was eine rationale Zahl ist.

12 12 2 2

2. Berechnet:

o111 (1 20 15}(28+25]
J12 27 108’ J3 Jas 75) \3J147 375)

Losung:

I S S SR T T ”\f z’f V3 _3V3+2/3+43 _6V3_+3
V12 27 V108 243 33 6V3 T8 18 18 3

b(®1+ 2o+15J ( 28 25) V3 20 P15 £@28+@25]=
\ 5 " Vas V75 ) \31a7 3v7s 43 53 ) (37495 3543

=(§+20\/5+15\/§J_(4J§+5\/§]=\/§+5\/§+3J§_9J§=9x/§_ﬁ=2£
. :

3 4.3 5.3 9 9 3 9

Gruppenarbeit

16 V818 . N2-\5 V5-VB VB-Vi1 Vi1-V14
12 o Jao | Jes NV

Die Schiiler der Klasse werden in zwei Gruppen aufgeteilt, die die Zahlen x und y unterschiedlich berechnen,
und zwar wie folgt:

Seien x =

Die Schiiler der Gruppe 1 rationalisieren jeden Bruch, bringen
die sich ergebenden Briiche auf den gleichen Nenner und fihren
die Rechnungen durch, indem sie die Faktoren aus der Wurzel
herausheben und die gleichartigen Glieder (Terme) reduzieren.

Die Schiiler der Gruppe 2 schreiben jeden Bruch als Differenz
zweier Briiche, kiirzen die erhaltenen Briiche, flihren die Rech-
nungen durch, reduzieren die gleichartigen Terme und rationali-
sieren schliefslich die Nenner.

Vergleicht die beiden Berechnungsmethoden und entscheidet,
wann es vorteilhafter ist, die eine oder die andere zu verwenden.




Vorgeschlagene Aufgaben

1. Rationalisiert den Nenner der folgenden Briiche:

5. .2, 6. 9. 6. 8. 15 9
V2 N7 V5’ N TN 37’ 72’ NG
2. Rationalisiert den Nenner der folgenden Briiche:
B, 13 4B 85 -1 52 | (104420
BN - LN - - - BN A - A
3. Rationalisiert den Nenner der folgenden Briiche:
RER L3 o2 N
is’ & NN 53
i J72. . V12 +2. 2-5. ) J18 ++/54
NCT o2 - 2107 - 9o
4. Zeigt, dass die folgenden Zahlen rational sind:
5 6 6 3-3 5 36
a. AB-—X; b, ——6; C. ——+——; —_—
J5 Je Ji2 3 J125 180
5. Fuhrt die Rechnungen durch, nachdem ihr die Nenner rationalisiert:
4.9, 15 425, 15 6 8 15
2B 5B s " V12 V2o V5
_ 16 36-V16 14 . 24 25 36 15
J8 V2 NCEN J24 150 216 54
6. Flhrt durch:
14 40 35 56 2 30
a. == b | =27 |-|3-——;
) &)
[—+2J (1"1‘ 30 ]; d. E_E_Fi +[2,5+£J_
180 2 3 150 Jo
7. Fhrt durch:
LA N C R E e
“13) V28 2463 V2 3) (V72 Jas)
3+2 _\2+3 , J6+6. Joo 9 J12) 2J3-3 1-43
c. 2 +3- +6- ; d | —+—=—-—"F=|: \/§+ + .
V2 NE] J6 12 J6 2 Ji2 - 3
8. Berechnet:
[\/0 3)+ J (\/0 2) +4/ J
5 5) ,3(1 V12
b. 1=-]4/0,1(6) + +1=-| —— ;
7( 2\/15 rj [\/E 2\/EJ
N i_F+ﬁ[7 7]+@ 2971 )
2 V63 214 314 3W3 2421
L (124202 4V2+2)(6-22 4-2\2
L 52 V8 J72 28 [
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9. Zeigt, dass die folgenden Zahlen ganze Zahlen sind:

5 12 2496 ). 8V3 ,
. @.[FTHJmEJ.@_[ / _ﬁ].

14 (647 18 30 3 15 24
b'@'[ 7 T‘@J & IJ@

e V6 (1V3 V2141243 -3V2 ) - [ 40 j 6y

V27’

4200 \/14
L 10f¥2-1 V342 Va3 100199
2 J6 J12 J9900
-3
10. Sei die reelle Zahl a= \/E i—ﬁi . Bestimmt den kleinsten Wert der natlirlichen Zahl b, die nicht
273 2 3
Jb

gleich nullist, sodass v eine ganze Zahl ist.

-1
11. Sei die reelle Zahl a= 1 Ve . Bestimmt den kleinsten Wert der naturlichen Zahl b,
11 |(27+412
J_
sodass ﬂ eine rationale Zahl grofder als 3 ist.
Ja
Test
1. Rationalisiere die Nenner der folgenden Briiche:
a i b —6 ; c ——2\/5' d —ﬁ
2 NIT) 45’ 520
2
2. Wahlt die richtige Antwort aus. Das Ergebnis der Rechnung Ak + / 23\/_
V2 Josg V162 36
a. \/5; b. g; c. 1; d. 342.

3. Berechnet:
(B )

(M+mj \/54-(1—04-\/@}.\/5;

. 0,5.(f_%2 (2] {&i{j (%g}



8. Lektion: Der gewichtete Mittelwert zweier oder mehrerer reeller
Zahlen. Das geometrische Mittel zweier positiver reeller Zahlen

Schliisselworter

arithmetisches Mittel geometrisches Mittel Gewicht (Haufigkeit) gewichtetes arithmetisches Mittel

Der gewichtete Mittelwert zweier oder mehrerer reeller Zahlen

Die Mitglieder eines Robotikclubs testen den Roboter ihres Teams. Er muss zwei
Minuten lang Teile in drei verschiedenen Farben sortieren.

Nach 30 Tests stellen sie fest, dass der Roboter bei 9 Tests 16 Teile sortiert hat
und bei 13 weiteren 14 Teile, was ein sehr gutes Ergebnis ist.

Bei den anderen 8 Tests hat der Roboter nur 11 Teile sortiert. Wir berechnen das
arithmetische Mittel der Ergebnisse, um die durchschnittliche Punktzahl zu ermitteln:

9-mal 13-mal 8-mal
m _(16+16+...+16)+(14+14+...+14)+(11+11+...+11)_9~16+13~14+8~11_414_138
. 30 - 30 30

Was stellen wir fest?

Unter den 30 Ergebnissen erscheint 16 9-mal, 14 13-mal und 11 8-mal. Wir werden sagen, die Werte 16, 14
und 11 haben ein Gewicht (eine Haufigkeit) von 9, 13 bzw. 8.

Wenn in einem gegebenen numerischen Datensatz die Werte a, b und c jeweils die Gewichte m, n und p haben,
dann wird das arithmetische Mittel der m + n + p Werte gewichtetes arithmetisches Mittel der Zahlen a, b und ¢ mit
den Gewichten m, n, p genannt und kann mit folgender Formel berechnet werden:

m Glieder n Glieder p Glieder
_(a+a+..+a)+(b+b+...+b)+(c+Cc+...4+4C) m-a+n-b+p-c
- m+n+p ~ m+n+p

Der Begriff des gewichteten Mittelwerts kann auch auf den Fall ausgedehnt werden, dass die Gewichte positive

reelle Zahlen sind (nicht unbedingt natiirliche Zahlen).

ga

Merke dir!

Sei n > 2 eine naturliche Zahlund p,, p,, ..., p, > 0 . Die reelle Zahl:
PG 4P, 4. 4P, -0,
p,+P, +...+p,
heif3t das gewichtete arithmetische Mittel der reellen Zahlen a,, a,, ..., a,, mit den Gewichten p,, p,, ..., p,.
(a,+a,+...+a,)
- :

mgu=

Wenn p, =p, = ... =p,, erhalt man das arithmetische Mittel m, =

Wenna,<a,<..<aq,dannista,<m_<a,

In Frankreich setzt sich die Note eines Lyzeumsabsolventen in der Abiturpriifung 2024 zusammen aus: dem
Durchschnitt C (standige Uberpriifung) seiner Noten der letzten zwei Jahre in bestimmten Fachern (je nach
dem Klassenprofil und den gewahlten Wahlfachern) mit dem Gewicht 40, den Noten FS und FO, die er im Vor-
jahr in den schriftlichen und mindlichen Arbeiten der franzdsischen Sprachpriifung erzielt hatte, die jeweils
das Gewicht 5 haben, und den Noten in der Abschlusspriifung, und zwar: in Philosophie die Note F mit dem Ge-
wicht 8, in der ,,grofsen miindlichen Priifung® (in einem wahrend des Lyzeums gewahlten Wahlfachs) die Note
MO mit dem Gewicht 10 und in zwei weiteren Fachern, S, und S,, mit dem Gewicht von jeweils 16.

Die Noten an franzdsischen Schulen reichen von 0 bis 20, und eine Mittelnote von mindestens 16 in der Abitur-
prifung wird mit dem Zeugnis ,,sehr gut“ bewertet.

Die Mittelnote (Durchschnittsnote) eines franzésischen Abiturienten im Jahr 2024 wurde nach der folgenden
Formel berechnet:

C-40+FS-5+FO-5+F-8+M0-10+S,-16+S,-16
40+5+5+8+10+16+16 '

Abiturmittelnote =
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Jean-Paul erreichte die Mittelnote 16,5 in der standigen Uberpriifung, 16 und 18 in der schriftlichen Priifung

bzw. in der miindlichen Franzdsischpriifung, 16 in Philosophie, 17 in der ,,grofsen miindlichen Prifung” und die

Noten 14 und 18 in den weiteren Fachern. Jean-Pauls Mittelnote fiir das Abitur ist:
16,5-40+16-5+18-5+16-8+17-10+14-16+18-16 1640
40+5+5+8+10+16+16 ~ 100

Das gewichtete arithmetische Mittel der Zahlen 4 und —6 mit den Gewichten 5 bzw. 3 betragt:

= _4.5+(- 6)3 20-18 2_1_025
5+3 8 8 4

=16,4.

3 2
Das gewichtete arithmetische Mittel der Zahlen 245, 8v/5 und 6+/5 mit den Gewichten 0,5, 7 bzw. 7 ist:

3
i 245.0,5+85- —+6f3 V5+6v6 +4y5 1145 _ \/—12 1325

g~ 3 2 132 " 23 23
0,5+—+— —+=
4 3 27473 12

Das geometrische Mittel zweier positiver reeller Zahlen

Dina hat folgende Aufgabe zu losen:
Wie lang ist die Seite x des mittleren Quadrats P, sodass das

Verhaltnis zwischen der Seite des kleinen Quadrats P, und der p
Seite des Quadrats P gleich dem Verhaltnis zwischen der Seite P :
von P und der Seite des grofden Quadrats P, ist (Abbildung 1)? P,
Was stellen wir fest?

4 cm xcm 9cm

Die Bedingung der Aufgabe lautet

4 mit anderen
= , r .
X Abbildung 1

X.
9!
Worten: x ist der gemeinsame Wert der Innenglieder einer

Verhaltnisgleichung, bei der die AufRenglieder 4 und 9 sind, und die Innenglieder gleich sind. Wir erhalten

x>=4.9=36, also x =436 =6 cm.

Allgemeiner ausgedriickt: Wenn 5:2 eine Verhaltnisgleichung mit positiven Gliedern ist, dann ist x=+/a-b.
a x

Merke dir!

Das geometrische Mittel (oder proportionale Mittel) der positiven Zahlen a und b ist gleich der Quadratwurzel

ihres Produkts:
m,(a,b)=+a-b.
Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, kann das geometrische Mittel kurz mit m, bezeichnet werden.

Das geometrische Mittel der Zahlen 10 und 10 und 40 ist m, =+/10-40 =+/400 =20.

f)7 7\/_
Das geometrische Mittel der Zahlen — und 0,(7) ist m, O (7) = 7

E] Bemerkungen
& 1. Das geometrische Mittel von zwei positiven Zahlen liegt zwischen der kleineren und der gréfseren der beiden
Zahlen:
wenn 0 <a<b, dann a<+/a-b <b (mit Gleichheit fir a = b).
Beispiele: a. Flra=8und b =18 ergibt sich m, =v8-18 =144 =12 und a< Jab <b.

b. Flr x——und y=—erg|bt5|chm /—— \/Z:—und x>\/_y>y

c. Fijrp=\/§ und q=\/§ergibtsich m, =J~/3-4/3 =43 und p=\/ﬁzq.
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2. Das geometrische Mittel von zwei positiven reellen Zahlen ist kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel der
beiden Zahlen:
Ja-b< a;b fir jedes a, b > 0.
Diese Beziehung, bei der Gleichheit herrscht, wenn a = b ist, wird als Ungleichheit der Mittelwerte bezeichnet.

Beispiele: a. Das geometrische Mittel der Zahlen 27 und 75 ist m, =+/27-75 =+4/2025 =45, und das

arithmetische Mittelist m, = 27;75 =51. Offensichtlich ist m,<m,.

b. Das geometrische Mittel der Zahlen 6 und 8 ist m, =+/6-8 =48 =44/3 und ihr arithmeti-
sches Mittel ist m_ = 7. Die Beziehung 43 <7 ist iberpriift (da 4+/3 =/48 </49 =7).

Mathe-Kultur

Das geometrische Mittel in der Praxis. Das Aspektverhaltnis (Bildformat)

Das Aspektverhaltnis (englisch aspect ratio) eines Bildschirms ist das Verhaltnis zwischen den Dimensionen des
Bildschirms, genauer gesagt, zwischen seiner Breite und seiner Hohe. Im Laufe der Jahre wurden verschiedene For-
mate verwendet (4:3-Fernsehformat, CinemaScope 2,35:1-Format usw.).

Heutzutage wird Ublicherweise das Breitbildformat (widescreen) mit
einem Seitenverhaltnis von 16:9 verwendet.

Recherchiert im Internet, um herauszufinden, wie der amerikanische i
Ingenieur Kerns Powers das geometrische Mittel nutzte, um dieses Format

zu wahlen.

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

1. Das arithmetische Mittel von drei reellen Zahlen ist gleich \/% Wenn zwei der Zahlen \/E bzw. \/E sind,
bestimmt die dritte Zahl.
Losung:
Wir bezeichnen die unbekannte Zahl mit x. Das arithmetische Mittel der drei Zahlen ist:

2\/§+’;\/§+x:4\/§.

\/E+\3/245 +X :\/%'

Wir heben die Faktoren aus den Wurzeln heraus und erhalten:

Aufserdem ist 9\/§+x = 3-4\/§ ,d. h., 9\/§+x = 12\/5. Wir erhalten x = 12\/5—9«/5, also x = 3\/5.

. . . . 2 . .
2. Bestimmt x, wenn bekannt ist, dass das gewichtete Mittel der Zahlen 3’ 57 und x, mit den Gewichten 6, 5 bzw.

4 gleich 1,4 ist.

LoD g-6+5‘1-5+x~4

Das gewichtete Mittel der drei Zahlen ist: 3 =1,4.
6+5+4

Wir berechnen und erhalten % =1,4, woraus folgt, dass 5+4x =15-1,4, also ist 5+ 4x =21.

Daraus folgt, dass 4x =16 ist, was x = 4 bedeutet.

3. Bestimmt die natiirlichen Zahlen x und y, wenn bekannt ist, dass das geometrische Mittel der Zahlen 2*und 5’
gleich 20 ist.
Losung:
Das geometrische Mittel der Zahlen 2*und 5"ist~/2* -5” =20. Das bedeutet, dass 2" -5” = 20°ist, d. h.,2* -5’ =2* .5,
Da x und y natirliche Zahlen sind, ist x=4 und y = 2.

Vorgeschlagene Aufgaben

1. Berechnet das arithmetische Mittel und das geometrische Mittel der folgenden Zahlen:

a. 4und 8; b. g und Z; c. ﬂ und E; d. 3,6 und 6,4;
3 3 5 4
e. 0,16 und 4: t. \/5 und \/45: . +/18 und +/50; 3 ung Y208

h. E un 5
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Berechnet das gewichtete Mittel der Zahlen:

4 und 6 mit den Gewichten 2 bzw. 8; 5, 6 und 12 mit den Gewichten 3, 5 bzw. 2;

—-10 und 3 mit den Gewichten 4 bzw. 16; 0,4 und 1,(6) mit den Gewichten 0,5 bzw. 1,5.
Berechnet das gewichtete Mittel der Zahlen a und b mit den Gewichten p,, bzw. p,:

a=5v3, b=33,p, =3, p,=6; a=+8,b=+32,p,=4,p,=2;

a=~24,b=-/54,p, =5, p,=3; a=0,17 , b=2,5v7, p, =10, p, =6.

Betrachtet die Zahlen a=2+/72 ++/128 +/50 und b =28 ++/32 — 3418 ++/200. Berechnet das geometrische
Mittel der Zahlen a und b.

Berechnet das geometrische Mittel der Zahlen a und b, wenn a=3-4/1,5-4+2+/576 und b=+/0,(6)-3+2/121.

Berechnet das gewichtete Mittel der Zahlen a und b mit den Gewichten p, bzw. p, , wenn:

a=[2-0,6)+1,6)]-3v3, b=o,2'[(3\/§+\@)-\/ﬁ—(ﬂ+\/574).ﬁ], p, =2, p,=4.

Uberpriift die Beziehung m, < m, fir die folgenden Zahlenpaare:

15 und 24; 2%und 4, \/Eund \V18; iund \/§

V3

Bestimmt die reelle Zahl x, wenn das arithmetische Mittel der Zahlen 4\/5, 6+/3 und x gleich 73ist.

Bestimmt die positive reelle Zahl x, wenn das geometrische Mittel der Zahlen 6 und x gleich 6+/3 ist.

Das gewichtete Mittel der Zahlen % 1,5 und x mit den Gewichten 6,4 bzw. 5 ist 2. Bestimmt die reelle Zahl x.

Anfang Dezember verpacken Angestellte im Supermarkt verschie-
dene Arten von Baumbonbons gleichmaf3ig in 1 kg-Packungen. Wenn
bekannt ist, dass sie 25 kg Pralinen zu 60 Lei pro Kilogramm, 35 kg
Fondant zu 56 Lei pro Kilogramm, 40 kg Karamellbonbons zu 42 Lei
pro Kilogramm und 60 kg Gelee zu 35 Lei pro Kilogramm zur Verfiigung
haben, so bestimmt den Preis fiir eine Packung.

Das geometrische Mittel von zwei natlirlichen Zahlen ist 7. Bestimmt
die Zahlen.

Test

1. Berechnet das arithmetische Mittel und das geometrische Mittel der folgenden Zahlen:

a =350 332 +4/98 und b =248 +5+72 —24/200.

2. Wahlt die richtige Antwort aus. Das gewichtete Mittel der Zahlen g, 1% und 2,4 mit den Gewichten 12, 10 bzw.

5 ist:
a. ﬂ; b. 1; c. i; d. E
3 5 4

3. Das geometrische Mittel der Zahlen 5\/§ und x (x > 0) ist ZJE. Bestimmt die reelle Zahl x.



9. Lektion: Die Gleichung der Form x* = a, wobeia e R

Schliisselworter
Gleichung Losungsmenge Quadrat Losungen Wurzel

Abbildung 1 zeigt ein Quadrat, dessen Seitenlange mit x bezeichnet ist. Wir
bestimmen den Wert der reellen Zahl x und wissen, dass der Flacheninhalt des Qua-
drats 1369 m® betragt.
Der Flacheninhalt eines Quadrats ist das Quadrat seiner Seitenlange, also
x> =1369. 1369 m?

Wir stellen fest, dass eine Zahl, die zum Quadrat 1369 ergibt, ¥1369 =37 ist.

Wir haben 37°=(-37)*=1369, also konnten wir denken, dass x=37 oder
x=-37 ist.

Da die Seitenlange eines Quadrats keine negative Zahl sein kann, ist die einzige

Moglichkeit x = 37. Xxm
. Abbildung 1
Was stellen wir fest?

Fir jede positive reelle Zahl a wird die Gleichheit x> =a durch zwei entgegenge-
setzte reelle Zahlen bestéatigt: x, —a und X, SENGY

Merke dir!

Sei a eine reelle Zahl. Die Gleichung x> =a in der Menge der reellen Zahlen zu l6sen, heifdt, alle reellen Werte
von x zu bestimmen, fiir die die Gleichheit x* =a gilt.

Die Werte von x, die die Gleichheit x*> =a erfiillen, werden als Lésungen der Gleichung bezeichnet. Die Menge
der Losungen der Gleichung (die Losungsmenge) wird gewohnlich mit S oder L bezeichnet.

Lost die folgenden Gleichungen in der Menge der reellen Zahlen:
x?=25; 3x*=21; 5x*=0; —2x*=32.
Losung:

Es gibt zwei reelle Zahlen, deren Quadrat 25 ist, namlich V25 =5 und —25 = -5. Die Gleichung hat die Losun-
gen x, =5 und x, =-5. Wir kdnnen auch schreiben, dass die Menge der Lésungen der Gleichung S= {-5, 5} ist.

Wenn 3x> =21 ist, dannist x>=21:3,d. h.,x>=7,also S :{—ﬁ;\ﬁ}.

Aus 5x* =0 folgt, dass x* =0:5, d. h., x* =0. Es gibt nur eine reelle Zahl, deren Quadrat gleich 0 ist, und das
ist 0. Also ist x=0. Wir kdnnen S = {0} schreiben.

Wir erhalten x* =32:(-2), d. h., x> =-16. Es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat —16 ist, da das Quadrat
jeder reellen Zahl grofser oder gleich 0 ist. Die Gleichung hat keine Losung. Wir schreiben S= & (die leere
Menge).

Bemerkung
Sei a eine beliebige reelle Zahl. Dann:
1. Wenn a < 0 ist, hat die Gleichung x* = a keine Lésung.
2. Wenn a = 0 ist, hat die Gleichung x* = a eine einzige Lésung x = 0.
3. Wenn a > 0 ist, hat die Gleichung x* = a zwei Lésungen: x, =+Ja und X, = —a.
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Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Lost die folgenden Gleichungen, wobei x eine reelle Zahl ist:
0,2x>+0,8=4; 5(x* +/3) =/75; (x-1)*=16; x> =2-+/5.

Losung:
02X’ +0,8=4<0,2x¥=4-0,80,2¢¥=32ox=3,2:02 X =16 o x e {-4;4};

Zuerst heben wir die Faktoren aus der Wurzel heraus: v/75 =5+/3. Die gegebene Gleichung ist aquivalent zu:
5(x* +43)=5v3 © x> +4/3=5V3:5 o x> +/3=3 x* =/3-V3 X =0 < x=0;
(x-1’=16<x-1=4o0derx-1=-4 < x=50derx=-3 < x € {-3;5};

x? =2—\/§. Man beachte, dass 2-5<0 ist, es gibt also keine reelle Zahl, deren Quadrat gleich 25 ist.
Daher hat die Gleichung keine reellen Lésungen.

Ein Grundstiick hat die Form eines Quadrats mit einem Flacheninhalt von 64 m?. Um wie viele Meter sollte jede
Seite des Grundstiicks vergrofert werden, damit der Flacheninhalt des neuen Grundstiicks um 36 m? grofser
ist als der des urspriinglichen Grundstiicks?

Losung:

Das Grundstiick ist ein Quadrat. Daraus folgt, dass Fl, ... = [, wobei [ die Seite des Quadrats ist.

Dies ergibt ’=64 m? also [=8 m, da (> 0.

Der Flacheninhalt des vergrofderten Grundstiicks betragt 64 m?*+ 36 m*>=100 m°.

Das neue Grundstick ist also ein Quadrat mit einem Flacheninhalt von 100 m®. Die Seite des neuen Grund-
stlicks betragt also 10 m (da 100 = 103).

Da10 m — 8 m=2 m, bedeutet dies, dass jede Seite des Grundstiicks um 2 Meter vergrofsert werden muss, um
die Aufgabe zu losen.

Die Lésung der Aufgabe kann mithilfe der beigefligten Gleichung wie folgt umgeschrieben werden:

Wenn man x als die Anzahl der Meter angibt, um die jede Seite des Grundstiicks vergrofsert werden muss,
erhalt man die Gleichung

(V64 + x)? =64 +36,d. h., (8+x)’ =100. Da x >0 ist, ergibt sich 8+ x=10, also x=2m.

Vorgeschlagene Aufgaben

Gebt an, welche der folgenden Gleichungen die Lésung x = 1 zulassen:

x> =2; 5x* =5; x> +9=11; -x*+14=15; (x+4)P +4=5"+2°
Lost die Gleichungen, wobei x eine natiirliche Zahl ist:
x* =36; x> =100; x> =-25; 2x*>=18; x> +2=27; x> =8.

Lost die Gleichungen, wobei x eine negative ganze Zahl ist:

x*=16; 3x* =175 xX*+3=3; x*-12=37, 3x* =36; -x*=9.
Lost die Gleichungen, wobei x eine reelle Zahl ist:

x*=81; 4x* =900; 2x*+7=9; -x*-4=-4, 6x*:5=12; 20:x* =10.
Bestimmt die Seite eines Quadrats mit dem Flacheninhalt 196 m®.

Lost die Gleichungen, wobei x eine reelle Zahl ist:

x*=1,69; 2x*>=1,28; 0,5x>=0,98; -1,3x* =5,2.
Lost die Gleichungen, wobei x eine reelle Zahl ist:

o144, w31, X 2_13, 5,._ 10

49 4 5 3 3 6 27

Lost die Gleichungen, wobei x eine reelle Zahl ist:

0,25x*+5,32=5,41; x*-0,(3)=5,(3); 1,(5)x*:2=0,(7); -x*+2=0,(2).
Lost die Gleichungen, wobei x eine reelle Zahl ist:

V3x? =+/12; 3v2x? ++/8 =/50; 4(\J5x> —/5) =~/80; 0,5x* +4/0,25 = 1.
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Selbstbewertung @
1. Lost die folgenden Gleichungen, wobei x eine reelle Zahl ist:
a. x’=9; b. 5x*=125; c. 0,2x*+10=25.

2. Wahlt die richtige Antwort aus. Die positive reelle Zahl, die die Losung der Gleichung 7(v/6x> —/54) = 6:/294 ist, ist:
a. 6; b. 3; c. \/g; d. 1.

3. Die Flache eines Grundstiicks wird in 3 gleiche Parzellen aufgeteilt, die jeweils die Form eines Quadrats
haben. Bestimmt die Seitenlange des Quadrats, wenn der Flacheninhalt des urspriinglichen Grundstiicks
675 m?* betragt.

Wiederholung und Bewertung

Die Potenz mit ganzzahligem Exponenten einer reellen Zahl - Die Reihenfolge der Rechenoperationen mit
reellen Zahlen « Rationalisieren des Nenners eines Bruchs  Gewichtetes arithmetisches Mittel
» Geometrisches Mittel « Die Gleichung der Form x*> = a, wobeia e R

Schreibt ins Heft fir die Aufgaben 1-8 den Buchstaben, der der richtigen Antwort entspricht. Schreibt fir die Auf-
gaben 9-14 die vollstandigen Lésungen auf.

2

9. Welche der folgenden Aussagen ist wahr (W) und

1. Das Quadrat der Zahl J3ist: welche ist falsch (F)?
a. 9; b. 3; c. 6, d. 1,5. 5
2 [0 5
2. Das geometrische Mittel der Zahlen 4 und 9 ist: a [(\/5) ] =(/3)
a. 6; b. 6,5; c. 13; d. V/13. b. (\J4) =8
3. Durch Rationalisieren des Nenners des Bruchs % c. (B =1
erhalt man: 10. Ordnet jedem Ausdruck in der Spalte A die richtige
a 3 b. -3 c. \/g d. _\/§. Antwort in der Spalte B zu:
4. Durch Berechnen der Zahl (—\/5)3 erhalt man: A B
a. 4; b. -242; . 242;  d. 8. A.5\5-5.45 ol
b. 25
5. Durch Berechnen der Zahl (+/5)* : (+/5)* erhalt man: B.\5 +/5 +/5 +/5 5o
.20
a. \5; b. (V5); c. 5; d. 25. s ¢
5 , c. [(2\/5—\/5):\/5] 4./80
6. Durch Berechnen der Zahl |:(—3\/g)4:| erhalt man: ’
a. -3V5; b. 35; c. 0; d. 1. 11. Schreibt den Kehrwert der Zahl—1£c5).
7. Durch Berechnen der Zahl (—/4)? erhilt man: . . . )
12. Berechnet das gewichtete arithmetische Mittel der
1. : _ 1
* 16 b. 16; c 4 d. 7 Zahlen +/20 und +/245 mit den Gewichten 2 bzw. 3.

) J3 - ) 13. Lost die Gleichung, wobei x eine reelle Zahl ist:

14. Das geometrische Mittel von zwei natirlichen

a. naturlich; b. ganz; ) . ) . .
) o Zahlen ist 12. Eine der Zahlen ist 9. Bestimmt die
c. rational; d. irrational. andere Zahl.
Beobachtungsbogen

» Ich war daran interessiert, Neues tiber Losungsmethoden von Aufgaben zu lernen.
» Meine Teilnahme am Matheunterricht wurde von meinen Mitschiilern und der Lehrkraft geschatzt
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Lineare Gleichungen
und Gleichungssysteme

1. Le ktiOI‘I Umformen einer Gleichung in eine dquivalente Gleichung. Identitidten

2. Le ktion Gleichungen der Form ax + b =0, wobei a, b € R. Die Losungsmenge einer
Gleichung. Aquivalente Gleichungen

3. Le ktion Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

Losen von Aufgaben mithilfe von Gleichungen oder linearen Gleichungssystemen

Wiederholung

und Bewertung

-



Drohnen sind in der Luft, wahrend ihre Piloten
sicher am Boden sind. Sie funktionieren dank
der Fahigkeit des Menschen, eine Reihe von
Aktionen (Abheben, Wenden, Landen) mithilfe
linearer Gleichungen zu programmieren.
Diese Gleichungen werden zur Berechnung m
von Geschwindigkeit, Entfernung und Zeit der r
Bewegung eines Objekts verwendet.




1. Lektion: Umformen einer Gleichung in eine aquivalente
Gleichung. Identitaten

Schliisselworter
Gleichung aquivalent Glieder Operationen

Die Gleichheitsbeziehung. Wiederholung und Erganzungen

Zwei reelle Zahlen a und b sind gleich, wenn die Zahlen a und b denselben Punkt auf der Zahlenachse darstellen.
Wir schreiben a = b. Wir erinnern uns daran, dass die Gleichheitsbeziehung in der Menge der rationalen Zahlen refle-
xiv, symmetrisch und transitiv ist. Diese Eigenschaften gelten auch fiir die Menge der reellen Zahlen.

Die Gleichheitsbeziehung in R hat also die folgenden Eigenschaften:
1. Reflexivitat: x = x fiir jede reelle Zahl x (mit anderen Worten: jede reelle Zahl ist gleich sich selbst).
2. Symmetrie: Wenn x und y zwei reelle Zahlen sind, fiir die gilt: x=y, dann ist y = x.
3. Transitivitat: Wenn x, y, z drei reelle Zahlen sind, fur die gilt: x=y und y =z, dannist x=2z.

Im Allgemeinen versteht man unter Gleichung eine Aussage, wo zwischen zwei mathematische Ausdriicke ein
Ist-gleich-Zeichen (=) geschrieben wird, d. h., dass die Ausdriicke denselben Wert haben.

Bei einer Gleichung wird der Ausdruck, der links vom Gleichheitszeichen steht, als linkes Gleichungsglied bezeich-
net, und der Ausdruck, der rechts vom Gleichheitszeichen steht, als rechtes Gleichungsglied.

Beispiel: 6-5-v16:2=3-6+5-2

linkes Glied rechtes Glied

Bemerkungen

1. Eine Aussage (eine Behauptung) mit einem Gleichheitszeichen kann wahr oder falsch sein.
Beispiele: 2+8=13 —/9 istwahrund 152 :3=2-4 ist falsch.

2. In bestimmten Fallen sind einige der Glieder einer Gleichung reelle Zahlen, die durch Buchstaben dargestellt
werden, wie z. B. a, b, ¢, X, y, Z usw. Diese Buchstaben, die Variablen genannt werden, treten an die Stelle von
reellen Zahlen. In solchen Fallen muss die Menge der Werte, die die Variablen annehmen kdnnen, angegeben
werden. Wird die Menge nicht spezifiziert, ist die Menge der Werte der Variablen R.

Beispiele:
« J&? —b+c=a-(b-c),wobeia,b,c e N; «a+a’=a’+a’, wobeia e {-1,0,1};
ea-b+3=+64-5+b-a,wobeiq, b, ccQ e X+ 2x+1=1+x(x+2), wobeix e R.

Umwandlung einer Gleichung in eine aquivalente Gleichung

Mathe im Alltag

Die folgenden schematischen Zeichnungen zeigen, dass ein Wiirfel so viel wiegt wie zwei Kugeln.
Zwei beliebige Wiirfel auf diesen Bildern haben die gleiche Masse; ebenso sind die Massen zweier beliebiger

Kugeln gleich.
—» | @@l o+ x=bH+x — .. a-y=b-y
Caid el < > @ ST - = (3)
a=b —» @ @8 g-x=bH-x a=b | a:y=b:y
- ~ (2) - - (4)

« Flgt man beiden Waagschalen je einen Wiirfel hinzu, - Verdoppelt man die Anzahl der Wiirfel auf der ers-

bleibt die Waage im Gleichgewicht (Beziehung (1)). ten Waagschale und die Anzahl der Kugeln auf der
zweiten Waagschale, bleibt das Gleichgewicht erhal-
ten (Beziehung (3)).

-« Nimmt man aus beiden Waagschalen je einen - Wenn wir die Anzahl der Wirfel auf der ersten
Wirfel heraus, bleibt die Waage im Gleichgewicht Waagschale halbieren und die Anzahl der Kugeln
(Beziehung (2)). auf der zweiten Waagschale halbieren, bleibt das

Gleichgewicht erhalten (Beziehung (4)).
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Aus den vorangegangenen Bildern kdnnen wir ersehen, dass, wenn a, b, x reelle Zahlen sind, a = b ist, dann gilt
die Gleichung a + x=b + x, aber auch umgekehrt: wenn die Gleichung a + x = b + x gilt, dann gilt die Gleichung a = b.

Wir sagen, dass die Gleichungen a = b und a + x = b + x aquivalent sind, und schreibena=b < a+ x=b + x. Das
Zeichen < bedeutet ,, aquivalent®.

Merke dir!

Wenn eine Gleichung gegeben ist, erhalt man aquivalente Gleichungen durch die folgenden Umformungen:
- die gleiche reelle Zahl von beiden Gliedern der Gleichung addieren oder subtrahieren;
« Multiplizieren oder Dividieren beider Glieder der Gleichung mit einer von null verschiedenen reellen Zahl;
« Erheben zur Potenz mit von null verschiedenem ganzen Exponenten beider Glieder einer Gleichung zwischen
zwei positiven Zahlen;
« Ziehen der Quadratwurzel aus beiden Gliedern einer Gleichung zwischen nichtnegativen reellen Zahlen.
Mit anderen Worten: Zwischen der Gleichheitsbeziehung und den Operationen der reellen Zahlen bestehen
folgende Aquivalenzen, die als Kompatibilitdtseigenschaften bezeichnet werden:

Allgemeine Regel Beispiel
a=b< a+x=>b+x, unabhangigvon x e R a=be a+y5=b++5
a=b< a-x=b-x unabhangigvonx e R a=b<a-3,7=b-3,7

a=b<a-x=b-x,unabhangigvonx e R,mitx=0 a=b< a-\/§:b~\/§

a=b<a:x=b:xfirallexeR, mitx=0 a=b<:>L:L
-25 -25
Wenna>0,b>0undn e Z* danna=b < a"=b". n+2=m+1sn+2°=(mM+1* n,meN

Wenna>0und b>0ist,dannista=b < \/sz/E. n+5=m-1< Jn+5=Vym-1,ne N, m e N*

Merke dir!

Aus zwei Gleichungen lassen sich neue Gleichungen wie folgt ableiten:

- wenn die beiden Gleichungen Glied fiir Glied addiert oder subtrahiert werden;

- wenn die beiden Gleichungen Glied flr Glied multipliziert oder dividiert werden (falls méglich).
Mit anderen Worten: Fiir beliebige reelle Zahlen a, b, c und d gilt:

-b a+c=b+d _
. wenn{a_ ,dannia-c=b-d ; . Wenn{a_ , wobei c, d # 0, dann g=£.
c=d a-ceb-d c=d c d

Wenn x, y, z, t, u, v reelle Zahlen sind, fir die gilt: x + y=35, u —v=-25und z- t=-5, dann:
X+ +U-v)=35+(-25)<x+y+u—-v=10 x+y=§® x+y=_7
z-t -5 z—t
u-v =25 u-v
z-t -5 z-t

X+y)—-(U-v)=35-(-25) < x+y—u+v=60
xX+y)-(z2-)=35-(-5) = Kx+y) - (z-1)=-175

Identitaten

Merke dir!

Eine Aussage mit dem Gleichheitszeichen und einer oder mehreren Variablen (reelle Zahlen, die durch Buch-

staben dargestellt werden), die fir jeden Wert der Variablen in der Wertemenge wabhr ist, wird als Identitdt

bezeichnet.

a-(b+c)=a-b+a-c, wobeia, b, creelle Zahlen sind, ist eine Identitat.
Ja-b = \/E\/E wobei a und b reelle Zahlen sind, ist eine Identitat.
Die Aussage a ++/25 =7 ist keine Identitat, da z. B. fiir a = 4, die Aussage 4 + 5 = 7 falsch ist.
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Geldste Ubungen und Aufgaben

Betrachtet die Zahlen: a=1,5, b=24/3, ¢ =§, d=+/12. Bestimmt, ohne die Operationen auszufiihren, ob die

folgenden Aussagen wahr oder falsch sind:

a+3=c+3; E:E; a+b=c+d; a:b=c:d, —§b=—§d.
2 3 2 2
Losung:
Beachtet zunachst, dass a=cund b=d ist.
Wir addieren 3 zu beiden Gliedern von a =c und erhaltena +3 =c + 3.
Dividiert man beide Glieder von a = ¢ durch 2, erhalt man %=%. Dac =0, ist, haben wir %;t% also a ¢£.

2 3
Daa=cundb=dist,ista+b=c+d.

Daa=cundb=distund b und d von null verschieden sind, folgt daraus, dassa:b=c:d.
Wir multiplizieren beide Glieder der Gleichung —g mit b =d und erhalten —gb = —gd.
Die Aussagen a, ¢, d und e sind also wahr und b ist falsch.

Betrachtet die reellen Zahlen a, b und ¢ so, dass a + 2b =5 und b — 3¢ =-7. Bestimmt:
a+3b-3c; a+b+3c; 3a+8b-6c; a+ 6c.

Losung:
Addiert man die beiden Gleichungen Glied fir Glied, erhadlt man (a+2b)+(b—-3c)=5+(-7), d. h,
a+3b-3c=-2.

Subtrahiert man die beiden Gleichungen Glied fir Glied, erhalt man (a+2b)-(b-3c)=5-(-7), d. h,,
a+b+3c=12.

Multipliziert man die Glieder der ersten Gleichung mit 3, erhalt man 3a + 6b = 15. Multipliziert man die Glie-
der der zweiten Gleichung mit 2, erhalt man 2b — 6¢c = -14. Dann addiert man die beiden Gleichungen Glied
fur Glied: (3a + 6b) + (2b — 6¢) =15 + (-14), was 3a + 8b — 6¢ =1 ergibt.

Multipliziert man die Glieder der zweiten Gleichung mit 2, erhalt man 2b — 6¢ =-14. Dann subtrahiert man die

Gleichungen a + 2b=5und 2b — 6¢c=-14. Man erhalt (a +2b) - (2b - 6c)=5-(-14), alsoa + 6¢=19.
Zeigt, dass die Gleichung /(n+2)* ++16 =2(n+3)—n eine Identitat ist, unabhangig davon, wie grof die natiir-
liche Zahl nist.

Losung:
Dan € Nist, folgt daraus, dass n + 2 > 0 ist, also |n + 2| = n + 2. Die linke Seite der Gleichung wird umgeschrieben:

Jn+2Y +416 =|n+2|+4=n+2+4=n+6 (1).

Wenn man auf der rechten Seite der Gleichung rechnet, erhdlt man 2(n+3)—-n=2n+6-n=n+6 (2).
Aus den Beziehungen (1) und (2) ergibt sich unter Anwendung der Transitivitatseigenschaft der Gleichheits-

beziehung: /(n+2) +\/E =2(n+3)-n, unabhangig von n € N.

Vorgeschlagene Aufgaben
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Es seien die reellen Zahlen a und b, sodass a + b = 2 ist. Multipliziert beide Glieder der gegebenen Gleichung
mit 2. Welche Gleichung ergibt sich?

Gegeben ist die Gleichung a — 2b =5, wobei a und b reelle Zahlen sind. Schreibt die Gleichungen auf, die man
erhalt, wenn man beide Teile der Gleichung der Reihe nach mit folgenden Zahlen multipliziert:

2; 3; 4; 10; -2; -b5.

Betrachtet die reellen Zahlen x und y so, dass 2x + 2y = 8 ist. Bestimmt:

X+Yy; 3x+ 3y; 5x + 5y; -X-V; -2X = 2V; -9x —9y.
Entscheidet, ob die folgenden Gleichungen wahr oder falsch sind:
N16 =4; 25 =-5; %:0,25; —%=—0,75; 1,(2)=1?0; \/324 =18.



Betrachtet die Zahlen: azg, b=+/18, ¢c=0,(3), d=32. Bestimmt, ohne die Operationen auszufiihren, ob

die folgenden Gleichungen wahr oder falsch sind:
a+2=c+2; b-5=c-5; 3a=4c; a+b=c+d; b:5=c:5.
Es seien die reellen Zahlen a, b, ¢, so,dassa+b=3,b+c=5und a + c = 8. Bestimmt:
a+2b+c; 2a + 2b + 2c¢; a+b+c; a-c; b-c.
Sei die Gleichung V20 =245 . Schreibt zu dieser Gleichung drei aquivalente Gleichungen. Addiert, multipli-
ziert bzw. teilt die beiden Glieder der gegebenen Gleichung mit derselben von null verschiedenen reellen Zahl.
Begriindet die folgenden Aquivalenzen mit den Eigenschaften der Gleichheitsbeziehung:
2x=-5=112x=11+5<2x=16 ©x=28;

§—1=7 = £=7+1 P g=8 S x=8-2<x=16;

Ax-5=2X+9=4x-2x=9+52x=14 =x=14:2 < x=17.

Es seien die reellen Zahlen x und y so, dass x + y =4 und x — y = 2. Zeigt, dass x = 3.
Zeigt, dass, wenn x und y reelle Zahlen sind, sodass 0,1x — 0,2y = 0 ist, dann ist x = 2.

Wenn a und b reelle Zahlen sind, sodass 3a + 2b + 12 =4x und a + 2b = 2x ist, zeigt, dass a + 6 = x ist.
Beweist die Identitit y/(2n+3)° +/4 =2(n+3)-1, unabhangig davon, wie grofs die natiirliche Zahl n ist.

Test %‘/p

1. Entscheidet, ob die folgenden Gleichungen wahr oder falsch sind:

a. §=9,2; b. \/E=7; c. 2\/§=5«/§; d. —3[=—«/E.

2. Wenn q, b, c reelle Zahlen sind, sodassa+b=8,b+c=11unda+c=9,dannist a+ b + c gleich:
A. 10; B. 12; c. 14, D. 16.

Schreibt den Buchstaben der richtigen Antwort in eure Hefte.

3. Es seien die reellen Zahlen x, y, z, sodass x + 2y =5, y + 2z=10 und 2x + z= 6. Bestimmt:

a. 3x+3y+3z b. x+y-2z c. 4y -z d. 2x-y-2z
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2. Lektion: Gleichungen der Form ax + b = 0, wobei a, b € R.
Die Lésungsmenge einer Gleichung. Aquivalente Gleichungen
Schliisselworter

Gleichung aquivalent Lésung Unbekannte Koeffizient freies Glied

x+11

Ein Innenhof hat die Form des Vierecks in der nebenstehenden Abbildung. Die
Seitenlangen des in der Abbildung dargestellten Vierecks sind in Metern angegeben. x

Bestimmt die natirliche Zahl x, wenn bekannt ist, dass die Lange des Zauns um 2x

den Hof 83 Meter betragt.

Bestimmt die rationale Zahl x, wenn ihr wisst, dass die Lange des Zauns um den

Innenhof 94 Meter betragt. Ist x eine natiirliche Zahl? U ig

Gibt es eine reelle Zahl x, sodass die Lange des Zauns um den Hof 11 Meter

betragt?

Losung:

Der Umfang des Quadrats ist gleich x + (x + 11) + 2x + (2x + 6) = 6x + 17 (Meter) und entspricht der Lange des
Zauns.

Wenn die Lange des Zauns 83 Meter betragt, ergibt sich die Beziehung 6x + 17 =83. Dann ist 6x=83 - 17,
d. h,, 6x=66, also x =11, und 11 ist eine natiirliche Zahl.

Wenn die Lange des Zauns 94 Meter betragt, ergibt sich 6x+17 =94, also 6x=77, d. h., x =%, das nicht
eine natirliche Zahl ist.

Wir erhalten die Beziehung 6x + 17 = 11, was bedeutet, dass 6x = -6, ist, also x = -1, was unmaoglich ist, weil
X, das eine Lange darstellt, eine positive Zahl ist. Es gibt also keine (notwendigerweise positive) reelle Zahl,
bei der die Lange des Zauns gleich 11 Meter ist.

Was stellen wir fest?

Um die Losung der Aufgabe zu bestimmen, haben wir eine Gleichung geldst. Bei der Ermittlung der endgiiltigen
Antwort war es notwendig, die Menge zu berlcksichtigen, in der die Gleichung geldst wird. Beachtet, dass eine Glei-
chung nicht immer Losungen hat.

Die Gleichung ax + b = 0, wobei a, b € R. Die Losungsmenge einer Gleichung

Merke dir!

Eine Gleichung der Form ax + b =0, wobei a und b reelle Zahlen sind, a # 0, wird als Gleichung ersten Grades
mit einer Unbekannten bezeichnet.

Die Zahl x wird als die Unbekannte der Gleichung bezeichnet, und die reellen Zahlen a und b werden als Koeffi-
zienten bezeichnet: a ist der Koeffizient der Unbekannten, und b wird als freies Glied bezeichnet.

Der Name Gleichung ersten Grades kommt daher, dass die Unbekannte x in der Gleichung mit dem Exponenten
1 erscheint.

Die Gleichung 2x+5 =0, x € R, ist eine Gleichung ersten Grades mit der Unbekannten x. Der Koeffizient der
Unbekannten ist 2, und das freie Glied ist 5.

Die Gleichheit 2 - 4 — 1 =7 ist keine Gleichung.

Merke dir!

Eine reelle Zahl wird als Losung einer Gleichung bezeichnet, wenn das Ersetzen der Unbekannten durch diese
Zahl in der gegebenen Gleichung zu einer wahren Aussage fiihrt.

Eine Gleichung in einer Menge von reellen Zahlen zu l6sen, bedeutet, alle Ldsungen zu bestimmen.

Diese Losungen bilden die Losungsmenge der gegebenen Gleichung, die gewdhnlich mit S bezeichnet wird.



Wenn nach einer Gleichung eine Angabe der Form x € M folgt, wobei M c R ist, gibt dies die Menge an, in der sie
unbekannte Werte annimmt. Wir sagen, dass die gegebene Gleichung auf der Menge M definiert ist oder dass sie
auf der Menge M geldst wird. Wir sagen auch, dass M der Definitionsbereich der Gleichung ist.

Wird keine Angabe gemacht, ist M = R.

Welche der folgenden Gleichungen lasst die Losung —4 zu?

3x+12=0,x e {-5, -4, -1, 0}. %X+3=O,XER. —Xx+4=0,x€Z.

Antwort:
3:(-4)+12=0<-12+12=0, wahr, also ist -4 die Lésung.

%(—4)+3=0 < =3+ 3 =0, wahr, also ist -4 die Lésung.
—-(-4)+4=0<4+4=0<8=0, falsch, also ist =4 keine Lésung.

Algorithmus zum Ldosen der Gleichung ersten Grades mit einer Unbekannten
Betrachten wir die Gleichung ax + b =0, wobei a und b reelle Zahlen sind, a = 0.
Schritt 1: Zieht b von beiden Gliedern der Gleichung ab und bringt die Gleichung in die Form ax = —b (mit ande-
ren Worten: Man lasst die Unbekannte im linken Glied stehen und bringt den freien Term ins rechte
Glied der Gleichung, wobei das Vorzeichen geandert wird).

Schritt 2: Man teilt die beiden Glieder der Gleichung ax =—b durch a und findet die Losung x = —2.
a
Schritt 3: Man schreibt die Menge der Losungen der Gleichung auf: S = {—2} .
a

Grundsétzlich finden die folgenden Aquivalenzen statt:

ax+b=0cax=-b x:—2<:> S:{—B}.
a a

Beispiele: 1. 2x+6=0<2x=-6 < x:—% o x=-35={-3}.

2. J3-x-3J12=0 = 3-x=3/12 & X:@ = X=3'@ ox=6<S5={6}.

J3
Aquivalente Gleichungen
Merke dir!

Zwei Gleichungen, die auf derselben Menge definiert sind, werden als dquivalent bezeichnet, wenn sie diesel-
ben Losungen haben. Um eine Gleichung zu erhalten, die einer gegebenen Gleichung aquivalent ist, kbnnen wir
die folgenden Regeln anwenden:

« wir bringen, mit verandertem Vorzeichen, Terme von einer Seite der Gleichung auf die andere;

- wir addieren/subtrahieren die gleiche Zahl von beiden Seiten der Gleichung;

- wir multiplizieren/teilen beide Seiten der Gleichung mit einer von null verschiedenen reellen Zahl.

Sind die Gleichungen 2x -4 =0, x e R,und 3x-6 =0, x € R, aquivalent?

2X-4=0o2x=4ox=2S={2}.

3x-6=0=3x=6ox=2<S={2}.

Wir stellen fest, dass die beiden Gleichungen auf der gleichen Menge (auf R) definiert sind und die gleiche
Lésungsmenge haben, sodass die Gleichungen aquivalent sind.

Sind die Gleichungen Jix—\@:o, x e R, und \/§x+9:0 , X € R, aquivalent?

V2x-J6=0 & 2x=v6 & x=6:12 & x=3 & S:{x/g}.

V3)

3
Wir stellen fest, dass die beiden Gleichungen auf derselben Menge, namlich auf R, definiert sind, aber sie
haben nicht dieselbe Lésungsmenge. Folglich sind diese Gleichungen nicht aquivalent.

V3x+9=0 & 3x=-9 & x= <:>x:—3\/§<:>5={—3\/§}.
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Gleichungen, die auf ax + b = 0 reduzierbar sind

Merke dir!

Haufig findet man Gleichungen, in denen die Unbekannte x nur in der ersten Potenz vorkommt, die aber nicht
die Forma - x+b=0 (1) oder a - x=b (2) haben.

Mithilfe der Eigenschaften der Gleichheitsbeziehung kann man zeigen, dass einige dieser Gleichungen einer
Gleichung der Form (1) oder (2) entsprechen. Wir werden sagen, dass diese Gleichungen auf Gleichungen ersten
Grades reduzierbar sind.

Um eine Gleichung zu l6sen, die auf eine Gleichung ersten Grades reduzierbar ist, geht man folgendermafsen vor:

Schritt 1: Bringt die Gleichung in eine einfachere Form, indem ihr verschiedene arithmetische Tricks anwendet
(auf denselben Nenner bringen, Nenner weglassen, Klammern auflésen usw.).

Schritt 2: Trennt die Terme, wobei die Terme, die die Unbekannte enthalten, in der Regel auf der linken Seite
und die freien Terme (die die Unbekannte nicht enthalten) auf der rechten Seite stehen, und bringt
die Gleichung in die Form a - x=b.

Schritt 3: Bestimmt die Losung(en) und schreibt die Losungsmenge der Gleichung auf.

Schliefslichkanndie Lésunganhand derurspriinglichen Gleichung liberpriift werden, um das gefundene Ergebnis

zu rechtfertigen.

Um die Gleichung X;2 +% =x-0,5 ——“\/158 in der Menge der den ganzen Zahlen zu l6sen, geht man wie folgt vor:

Schritt 1: Man bringt die Gleichung mithilfe verschiedener Rechentricks in eine einfachere Form.
Man wandelt die Terme in gewohnliche Briiche um und bringt die Briiche auf denselben Nenner:

20x-2) 3_6x 3 18

+ & —+ = +
3 2 12 o 3 2 1 21 6 6 6 6 6
Man multipliziert beide Glieder der Gleichung mit dem gemeinsamen Nenner und lasst die Nenner weg:

2x-2) 3_6x_3 18| ¢ o(x-2)+3-6x-3-18.
6 6 6 6 6
Man hebt die Klammern auf, indem man die Distributivitat der Multiplikation bezliglich der Subtraktion nutzt,

und fihrt die Rechnungen durch: 2(x —2)+3=6x-3-18<2x-4+3=6x-21 < 2x-1=6x-21.

Schritt 2: Man bringt auf die linke Seite die Terme, die die Unbekannte enthalten, und auf die rechte Seite die
Terme, die die Unbekannte nicht enthalten (die freien Terme), und schreibt die Gleichung in der Form
a-x=b:2x-1=6x-21|+1 < 2x=6x—-20|-6x< —4x=-20.

Schritt 3: Man bestimmt die Lésung(en) und schreibt die Losungsmenge der Gleichung auf, wobei die Menge

berlicksichtigt wird, in der die Gleichung geldst wird: -4x=-201: (-4) < x = 140 < x=5.

Dax=5und5 € Zist, ist die Losungsmenge der Gleichung in der Aussage S = {5}.
Wir fiihren die Uberpriifung durch (dies hilft uns, mégliche Fehler zu korrigieren).

52,1 o 1302 3.1 .13 41,1 3.3 ..
3 2 2 2 3 2 2 1 2 2 T2 2

Bemerkungen

Es gibt Situationen, in denen wir eine Gleichung der Form ax + b = 0 erhalten, ohne zu wissen, ob die reelle Zahl
a gleich null ist.

1. Wenn a # Qist, erhalten wir durch aquivalente Transformationen nacheinander:ax+ b=0<ax=-b< x = —2,
a

a
2. Wenn a =0 ist, wird die Gleichung 0 - x+ b=0 < 0 - x=-b, mit b € R. Wir unterscheiden zwei Falle:

was eine reelle Zahlist und die einzige Lésung der Gleichung ist. Wir schreiben S = {—2} .

a. Wenn b =0 ist, wird die Gleichung 0 - x = 0, was fiir jede reelle Zahl x gilt, also S =R;
b. Wenn b = 0, ist, gilt die Beziehung O - x =—b nicht fiir jede reelle Zahl x, und dann ist S = &.

Wir l6sen die folgenden Gleichungen in R:
\/§-x—2=10; 2(x—\/§)=2x—6; 2(x—-3)=3x-8-x.



Losung: A
1.43:x-2=10 & 3-x=12 & x=1—2=%=4\/§ :>5={4\E}.

3

2. 2(X—\/§)=2X—6<:>2X—6=2X—6<:>2X—2X=6—6<:>0'X=0<:>S=R.

3.2x—3)=3x-8-x2x-6=2x-82x-2x=6-8<=0-x=-2=S=0.

Schatzen der Losung einer Gleichung

Die Losung einer Gleichung zu schatzen, bedeutet, sich der Ldsung anzundhern oder, in einem aquivalenten
Ausdruck, die Gréfsenordnung oder den Wert der Losung mit verschiedenen Methoden zu schatzen. Schatzungen
werden haufig in der Geschaftswelt und in der Wirtschaft verwendet, wenn zu viele Variablen beteiligt sind, um zu
bestimmen, wie sich komplexere Situationen entwickeln werden.

Beispiele
1. Betrachten wir die Gleichung 4x —,/9 999 =0. Diese wird umgeschrieben in 4x =.,/9999,
) \J9999
wobei x = R

Da /9999 = /10000 =100 ist, schitzen wir, dass die Lésung x der Gleichung ungefahr

gleich ist mit %, d. h., x =25.

9999
Wir finden, ggf. mithilfe des Taschenrechners, heraus, dass YR 24,9987..., was besta-

tigt, dass die Schatzung dem genauen Wert der Losung recht nahe kommt.
40 007. Wir kdnnen schreiben x = w
1998 2000-2

Wir stellen fest, dass die Zahlen 2 und 7 viel kleiner sind als 2 000 und 40 000. Wir kénnen erkennen,

dass die Werte 2 und 7 vernachldssigbar sind (in Grofsenordnungen) im Vergleich zu 2 000 und 40 000, also
o 40000+7 40000
©2000-2 2000

Diese Schatzung ist nahe genug am exakten Wert der Losung, denn

2. Die Gleichung 1998x = 40 007 hat die Losung x =

=20.

40007
1998

=20,0235....

Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

1. Lost die Gleichungen:

a. 4(x+3)-10=2x+12; b. 2x-1=0,xe Q; c. V2x+18=4/32,x € {-2,-1,1, 2}.
Losung:
2. Ax+3)-10=2x+124x+12-10=2x+ 124X+ 2 =2x + 12<:>4x—2x:12—2<:>2x:10<:>x:5<:>5:{5}.

Probe: 4(5+3)-10=2-5+12<4-8-10=22 < 22 =22 (wahr).

h.2x-1=0o2x=1< x=%e@ = S:{%}.

Probe: 2%—1:1—1:0 (wabhr).

c. \/§x+\/18=\/§ RS \/§x+3\/§=4\/§ RS \/§x=4\/§—3x/§ RS \/§x=\/§ = x=\/§:\/§ s x=1.
Dale {—2, -1,1, 2} =S5= {1}
Probe: v2-1+/18 =2+3v2=42=432 (wahr).

2 Lost die Gleichungen.

a. 2(x+3)-5=x+6; b.

Losung:

2. 2x+3)-5=X+62x+6-5=x+62Xx+1=x+62x-x=6-1x=5<S5={5}.
Probe: 2(5+3)-5=5+6<2-8-5=11<11=11 (wahr).

4 3 12 6

5x-3 3x—1=15 4x—1; o [2x+3|=5.
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5x-3 3x-1 5 4x-1 15x-9 12x-4 17 8x-2
= =1—+ = = S——d

4 3 12 6 12 12 12 12

< 15x=9-12x+4=17+8x~-2<3x-5=8x+15<3x-8x=15+5 < -5x=20 & x=-4 = S={-4}.

5:(-4)-3 3:(4)-1_17 4.(-4-1 _ -23 13 _17 -17 69 52 17 -34

< (A5x-9)-(12x-4)=17+(8x-2) &

Probe: o= Sl e L T SN
4 3 12 6 4 3 12 6 12 12 12 12
_ﬂ = _1_7 (Wah r)_
12 12

[2x+3|=5< 2x+3=50der2x+3=-5<2x=5-3 oder 2x=-5-3 < 2x=2 oder 2x=-8 < x=1 oder
x=-4=S={-4;1}.
Probe: |2 (-4) +3|=5<|-8+ 3| =5« |-5| =5 (wahr).
[2:1+3|=5<12+3|=5<15| =5 (wahr).
5 2

X-3 X

Lost die Gleichung

Losung:

Es gelten die Bedingungen: x — 3 = 0 < x = 3 und x = 0. Da wir die Menge, in der die Gleichung geldst wird, nicht

angeben, ziehen wir R in Betracht. Aus den beiden Bedingungen leiten wir ab, dass x € R\ {0; 3}. Wir haben:
53 =3 S5x=2-X-3)=bx=2x-6=5x-2x=-6<=3x=-6 < x=-2.

X — X

Dax=-2und -2 € R\ {0, 3} ist, folgern wir, dass S = {-2}.

Lést die Gleichung (3x —6)(2x +5)(5x +20)(v3x — 3) = 0 in der Menge:

N; Z; Q; R.
Losung:
Wir wissen, dass ein Produkt von Faktoren dann und nur dann gleich 0 ist, wenn (mindestens) einer der Fakto-
ren O ist.

(3x —6)(2x +5)(5x +20)(\/3x-3)=0 < 3x-6=0o0der 2x + 5=0 oder 5x + 20 =0 oder v/3x-3=0 < 3x=6
oder 2x =-5 oder 5x=-20 oder\/§x=3 < x=2oderx=-2,50derx=-4 oderx=\/§ <:>Xe{—4;—2,5; \/§; 2}.

InN,S={2}. InZ, S={-4;2}. c InQ,S={-4;-2,5;2}. InR, S={-4-253;2].

Vorgeschlagene Aufgaben

Gebt an, welche der folgenden Beziehungen Gleichungen sind:

X-8=0; X+9; 2-3+8=14; X+6<10; §+5=0.
Ubertragt in eure Heft und fiillt dann die Tabelle nach dem Muster aus:
Gleichung 3y-1=0 2x+3=0 —%a+§=0 b+1,7=0 JBx—4+2=0
Unbekannte y
Koeffizient der 3
Unbekannten
Freies Glied -1

Schreibt die Gleichung ax + b = 0 fir:
a=3,b=1; a=-2,b=5; a:%,b:—Z; Cl=x/§,b=1,4; a=—§,b=\/g.

Nennt zwei Beispiele flir:

Gleichungen mit dem Koeffizienten der Unbekannten gleich 2;
Gleichungen mit dem freien Glied gleich —3;
Gleichungen mit entgegengesetzten Koeffizienten.
Prift, ob:
die Zahl 1 die Losung der Gleichung 2x — 2 =0 ist;
die Zahl 1,5 eine Losung der Gleichung 4x — 5 =0 ist;
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die Zahl -2 eine Losung der Gleichung 3x + 6 = O ist; die Zahl % die Losung der Gleichung 4x — 4 =0 ist;
die Zahl /5 eine Losung der Gleichung J20x =10 ist.
Gebt an, welche der folgenden Gleichungen die Lésung 3 zulassen:

3x=9; 5y-3=12; §+O,5=2; —3x+27 =0; %+%=—1.
Lost die Gleichungen:
2x=6,x¢e {-2,-1,0,3}; y+2=0,ye{-1,0,1,2,3} 3z-4=0,zeN;
-x+0,4=0,x € Q; \/Ea—«/ﬁzo,aeN; 0,5b—\/§=0,beR.
Lost die Gleichungen und Uberprift die Losung:
2x+5=x+17,; X+8=12-x; 5-3x=12 -4x;
2x+1+x=4x-10; 2X+3=2x+8+x; 2(x+4)=16.
Bestimmt, ob die folgenden Gleichungen aquivalent sind:
3x+1)-2=4,xeR,und2(2x-1)+3=5,x e R;
3X+4x+1)=4Kx-1)+5,xeR,und2(x+2)+3(x-2)=3x-6,x e R.
Lost die Gleichungen:
x b5 12 2x x+1 7 4dx -5 2x+1
6 2 53 3 T e
Lost die Gleichungen:
x-0,3=2,5; 3x=1,44; 1,2x+ 4 =2,8;
2,6 -x=1,8; 45+3x=-x+9; 3,6(x+1)-1=2x+2,6.
Lost die Gleichungen:
V3x =4/75; J5x+2=+20++/4; WNTx+4=7x+11;
V12x +427x =12 +/3x; V2(x+1)-/8 = x(/2 -2); V2(x=+/3) =54 +2\2x.
Lost die Gleichungen:
ﬂ—x—lzl; 7X—2_2X+1:X+1; 3x+1+2:§+ﬁ;
4 2 3 2 2 2 2
5 2 .1 5 5 5 1
§(X+1)+1§=33; (E—EXjE:E; 1%{%+g(%ox+l—loﬂz5.
Lost die Gleichungen in der Menge der ganzen Zahlen:
13x+ 7] = 11; X82=%; (x—4)-(2x +5)(v2x +18) 0.
Test
1. Gebt ein Beispiel fir:
a. Gleichung mit einem freien Glied gleich 7;
b. Gleichung, bei der der Koeffizient der Unbekannten gleich -2 ist;
c. Gleichung, bei der die Koeffizienten entgegengesetzte ganze Zahlen sind.
2. Schreibt den Buchstaben, der der richtigen Antwort entspricht, in eure Hefte.
Die Gleichung 7(x + 1) + 2(5 —x) = 5 + 2(x + 3) hat eine Losung;:
A.-2; B. -1; c. 1; D. 2.
3. Lost die Gleichungen:
a. 1,5x+4=x-2; b, §_5+XT‘7=1‘TX+%; c. 2x(3+~/2)-6x =0 —+/2.
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3. Lektion: Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten

Schliisselworter

System aquivalent Gleichung unbekannt Losung

Die Gleichung mit zwei Unbekannten

Problemstellung

Ein Rechteck (das nicht quadratisch ist) hat einen Umfang von 16 Metern. Bestimmt die Lange und die Breite
des Rechtecks, wobei bekannt ist, dass sie in Metern ausgedriickt sind als:

a. naturliche Zahlen; b. reelle Zahlen.

Losung:

Wenn das Rechteck L Meter lang und [ Meter breit ist, dann ist L > (>0, und der Umfang U (ausgedriickt in
Metern) ergibt sich aus der Beziehung U=2L + 2[. Also 2(L + /) =16, also L + [=8.

a. Wenn L, [ € N, dann hat die Aufgabe drei Losungen: L=7m,[=1moderL=6 m,[=2moderL=5m,[=3 m.

b. Wenn L, e R, gibt es unendlich viele Méglichkeiten, namlich L =8 —t Meter und [=t Meter, wobei t eine
reelle Zahl ist, sodass 0 <t< 4. Zum Beispiel: L = 6,1 Meter, [=1,9 Meter oder L =5,28 Meter, [=2,72 Meter oder
L=4,75 Meter, [ = 3,25 Meter usw.
Was stellen wir fest?

Je nach der Menge, in der wir sie ldsen, hat die Gleichung L + [ = 8 drei Losungen oder unendlich viele Losungen.

Merke dir!

Eine Gleichung der Form ax + by + ¢ = 0, wobei a, b und c reelle Zahlen sind, mit a = 0 und b = 0, nennt man eine
lineare Gleichung mit zwei Unbekannten.

Die reellen Zahlen x und y werden als Unbekannte der Gleichung, die Zahlen a und b als Koeffizienten, und c
wird als freies Glied bezeichnet.

Ein Paar (x,, y,) reeller Zahlen, fiir das die Gleichung ax,+ by,+c=0 gilt, nennt man Ldsung der Gleichung
ax + by +c=0.

Eine Gleichung mit zwei Unbekannten zu l6sen, bedeutet, die Menge S der Losungen der Gleichung zu bestimmen.

Eine lineare Gleichung mit zwei Unbekannten hat unendlich viele Losungen.

Eine Losung der Gleichung x+2y —5=0 ist das Paar (1, 2), denn 1 +2 -2 -5=0. Das Paar (2, 1) ist keine
Losung, denn 2 +2 - 1 — 5= 0. Man bemerkt, dass die Gleichung noch andere Lésungen hat:

das Paar (3, 1) ist eine Lésung,da3+2-1-5=0;

das Paar (5, 0) ist eine Losung, da5+2-0-5=0.

Gleichungssysteme von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten

@ Merke dir!

Ein Paar von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten der Form

{Zi i zji _ 2 ,wobeia,, a, b, b, c,c,eR
wird als lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten bezeichnet.

Die reellen Zahlen a,, b, a,, b, sind die Koeffizienten der Unbekannten, c,, c, sind die freien Terme (Glieder), und
x und y sind die Unbekannten des Systems.

Ein Paar (x,, y,) reeller Zahlen wird als Lésung des Systems bezeichnet, wenn es eine Lésung fiir jede Gleichung

des Systems ist (mit anderen Worten, es ist eine gemeinsame Losung der beiden Gleichungen des Systems).

2x+5y=19

Es sei das lineare Gleichungssystem mit zwei Unbekannten: {SX— 2y=10"
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Setzt man die Unbekannte x mit 2 und die Unbekannte y mit 3 in die Gleichungen des Systems ein, erhalt man:

2:2+5-3=19<19=19 (wahr), also ist das Paar (2, 3) eine Losung der ersten Gleichung;

8:2-2-3=10«<10=10 (wahr), also ist das Paar (2, 3) die Lésung der zweiten Gleichung.

Das Paar (2, 3) ist also die Losung des Systems, weil es die Losung jeder Gleichung ist.

Ersetzt man die Unbekannte x durch -3 und die Unbekannte y durch 5 in den Gleichungen des Systems, so

erhalt man:

2:(-3)+5:5=19 <19 =19 (wahr), also ist das Paar (-3, 5) eine Losung der ersten Gleichung;

8-(-3)-2-5=10«<-34 =10 (falsch), also ist (-3, 5) keine Losung der zweiten Gleichung.

Folglich ist das Paar (-3, 5) keine Losung des Systems, da es keine Lésung der beiden Gleichungen des Sys-
tems ist (obwohl dieses Paar immer noch eine Losung der ersten Gleichung ist).

Merke dir!

Ein Gleichungssystems zu l6sen, bedeutet, die Menge S der Lésungen zu bestimmen.

Die Losungsmenge eines Gleichungssystems ist die Schnittmenge der Losungsmengen der beiden Gleichun-
gen. Zwei lineare Gleichungssysteme werden als aquivalent bezeichnet, wenn sie dieselbe Losungsmenge haben.

Wenn man eine oder beide Gleichungen eines Systems in aquivalente Gleichungen umwandelt, erhalt man ein
System, das dem gegebenen System entspricht. Um auszudriicken, dass zwei Systeme aquivalent sind, kénnen
wir das Symbol < (,aquivalent” zu lesen) verwenden.

3x+ y=9 3x+ y=9|-(-2) —6x—2y=-18

18x+15y=81|:3©{6x+5y=27 { 6x+5y=27

Beispiel: {

Methoden zur Losung von Gleichungssystemen mit zwei Unbekannten
Substitutionsmethode

Merke dir!

Die Substitutionsmethode ist eine Methode zur Lésung eines lineares Glei-
chungssystems mit zwei Unbekannten, die darin besteht, eine Unbekannte
in einer der Gleichungen des Systems durch ihren Ausdruck in Bezug auf die
andere Unbekannte zu ersetzen, die sich aus der anderen Gleichung ergibt.

Algorithmus zur Lésung eines linearen Gleichungssystems durch die {:}
Substitutionsmethode
Schritt 1: Man wahlt aus einer Gleichung des Systems eine Unbekannte aus und driickt
sie in Bezug auf die andere aus.
Schritt 2: Man ersetzt in der anderen Gleichung die gewahlte Unbekannte durch ihren in Schritt
1 ermittelten Ausdruck und erhalt so eine Gleichung mit nur einer Unbekannten.
Schritt 3: Man lost die Gleichung, in der die Substitution vorgenommen wurde, und ermittelt
so eine der Unbekannten (eine der Komponenten der Lésung).
Schritt 4: Man setzt den Wert der Unbekannten aus Schritt 3 in den Ausdruck aus Schritt 1
ein und bestimmt die andere Unbekannte (die andere Komponente der Lésung).
Schritt 5: Man schreibt die Lésungsmenge des Systems auf.

Substitution = Ersatz
(von lateinisch
substitutio)

Probe. Um die Richtigkeit der Berechnungen zu tberprifen und eventuelle Fehler zu kor-
rigieren, ersetzt man die Komponenten der erhaltenen Losung in den Anfangsglei-
chungen des Systems ein.

2x+3y=1

Um das Gleichungssystem
chungssy {4X+y=7

nach der Substitutionsmethode zu l6sen, gehen wir wie folgt vor:

Schritt 1 In der zweiten Gleichung driicken wir y {2X+ 3y=1 ©{2X+ 3y=1
in Funktion von x aus. Ax+y="17 y="7-4x

In der ersten Gleichung ersetzen wir y 2x+3y=1 2x+3(7-4x)=1
- durch 7 — 4x was eine Gleichung ers- _7_ _7_ <
Schritt 2 _ i y=7-4x y=7-4x
ten Grades mit nur einer Unbekannten
(namlich x) ergibt.
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Schritt 3

Schritt 4

Schritt 5

Wir l6sen diese Gleichung und finden <:>{2X+ 21-12x=1 {—10X=—20 <:>{X:2

die Unbekannte x (eine Komponente der y="7-4x y="7-4x y="7-4x <
Losung).

Wir setzen den fir x gefundenen Wert in D X=2

die zweite Gleichung ein und finden die @{ { -

Unbekannte y (die andere Komponente y=7-4-2 y=-1

der Losung).

Wir schreiben die Menge der Losungen S={(2, -1)}
des Systems.

Probe: Wir ersetzen die Komponenten der erhaltenen Lésung in den Anfangsgleichungen des Systems.
In der ersten Gleichung: 2:2+3-(-1)=1<4-3=1<1=1 (wahr)
In der zweiten Gleichung: 4-2+(-1)=7<8-1=7 < 7="7 (wahr)

Bemerkungen
4 1. Wenn nach der Substitution von y (oder x), die Gleichung fiir die Unbekannte x (oder y) keine Losungen hat,
dann hat das System keine Lésungen, also S= .
2. Wenn die Substitution von y (oder x) eine Identitat ergibt, dann reduziert sich das System auf eine einzige Glei-
chung, wobei die beiden Gleichungen dquivalent sind. In diesem Fall hat das System unendlich viele Lésungen.

Reduktionsmethode

Schritt 1:

Schritt 2:

Schritt 3:

Schritt 4:

Um das Gleichungssystem {

Schritt 1

Schritt 2

Schritt 3
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Merke dir!

Die Reduktionsmethode ist ein Verfahren zur Lésung eines Systems von zwei linearen Gleichungen mit zwei
Unbekannten, bei dem eine oder beide Gleichungen des Systems in aquivalente Gleichungen umgewandelt
werden, sodass die Koeffizienten einer der Unbekannten in den beiden Gleichungen entgegengesetzt (oder
gleich) werden, und anschliefiend die erhaltenen Gleichungen Glied fir Glied addiert (oder subtrahiert) werden,
um eine Gleichung mit nur einer Unbekannten zu erhalten.

Algorithmus zur Losung eines linearen Gleichungssystems mithilfe der Reduktionsmethode

Man multipliziert die beiden Glieder einer der beiden Gleichungen mit einer von null verschiedenen
reellen Zahl und gegebenenfalls die Glieder der anderen Gleichung mit einer anderen reellen Zahl
ungleich null, sodass die Koeffizienten einer der Unbekannten entgegengesetzt (oder gleich)
werden.

Man addiert (bzw. subtrahiert) die beiden Gleichungen und erhalt eine Gleichung mit einer einzigen
Unbekannten, die man l6st, indem man den Wert dieser Unbekannten (eine der Komponenten der
Losung) berechnet.

Man ersetzt in einer der Gleichungen des Systems die Unbekannte durch den im zweiten Schritt
berechneten Wert und lost die erhaltene Gleichung, um den Wert der zweiten Unbekannten (die
andere Komponente der Lésung) zu bestimmen.

Wenn man in den Schritten 2 und 3 die Werte x=x, und y =y, erhalt, wobei x,, y, € R, dann ist das
Paar (x,, y,) die Losung des Systems. Man schreibt die Menge der Lésungen des Systems S = {(xo, yo)}.

Probe: Man ersetzt x durch x, und y durch y, in den Anfangsgleichungen des Systems und bestimmt, ob das
Paar (x,, y,) die Losung des Systems ist.

X +3y=7 nach der Reduktionsmethode zu losen, gehen wir wie folgt vor:
Ax+y="7
Wir multiplizieren die zweite Gleichung mit -3, sodass | 5x +3y="7 5x+3y=17
sich die Glieder, die y enthalten, reduzieren. Ax+ y=17]-(-3) ~12x-3y=-21

Wir addieren die zwei Gleichungen Glied fur Glied und
erhalten eine Gleichung mit einer einzigen Unbekannten, -7x=-14<x=2
die wir l6sen.

Wir ersetzen das unbekannte x durch den in Schritt
2 erhaltenen Wert in der zweiten Gleichung des 4:-2+y=7<8+y=7<y=-1
urspriinglichen Systems und finden den Wert von y.



Schritt4  Wir schreiben die Menge der Lésungen des Systems. S={(2,-1)}.

Probe: Wir ersetzen die Komponenten der Losung in den Anfangsgleichungen des Systems.
In der ersten Gleichung: 5:2+3-(-1)=7<10-3=7 < 7="7 (wahr).
In der zweiten Gleichung: 4:-2+(-1)=7<8-1=7 < 7 =7 (wahr).

Bemerkungen

1. Fir die Lésung eines Gleichungssystems mit zwei Unbekannten kdnnen wir eine der beiden vorgestellten
Methoden wahlen. Welche Methode auch immer gewahlt wird, bleibt die Losung dieselbe.

2. Ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten kann eine L&sung, unendlich viele Losungen oder keine
Losung haben.

Das System {gi;;{: ;9 hat eine eindeutige Loésung S= {(5, —2)}, die mithilfe der Reduktionsmethode oder
durch der Substitutionsmethode erhalten wurde.

Das System {3;(: g:: hat unendlich viele Lésungen, da die beiden Gleichungen aquivalent sind, und das
System reduziert sich auf eine Gleichung mit zwei Unbekannten mit der Losungsmenge S={(2t+3,1) | t € R}.

Das System {gi:giz ;Z hat keine Lésung, denn wenn man die erste Gleichung mit 2 multipliziert und dann

die zweite Gleichung subtrahiert, ergibt sich die Beziehung 0 - x+ 0 - y =12, die durch kein Paar (x, y) reeller Zah-

len Ubergepriift wird. Daher ist S = .

Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Bestimmt die reelle Zahl t, fiir die das Paar (t; t — 2) eine Losung von 2x — 3y =1 ist.

Losung:

Das Paar (t; t — 2) ist dann und nur dann eine Lésung der Gleichung 2x — 3y =1, wenn das Einsetzen von x =t

und y=t— 2 in die gegebene Gleichung eine wahre Aussage ergibt. Wir erhalten der Reihe nach:
2t-3(t-2)=1<2t-3t+b6=1<-t=-5<t=5.

Probe: Fiir die reelle Zahlt=5ist das Paar (t; t — 2) =(5; 3).Da2 - 5-3 - 3=10 - 9 = 1 ist, folgern wir, dass das
Paar (5; 3) eine Losung der Gleichung 2x — 3y =1 ist. Also passt t = 5.

Lost die Systeme:
{9x+y=—15. V2. x++3-y=5. {2(x+1)—3(y+1)=2
6x+5y=3 "’ J3-x=2.y=0 3x+y)-2(y-1)=2,8(3)°
Losung:

Wenn eine der Unbekannten den Koeffizienten 1 oder -1 hat, ist es besser, die Substitutionsmethode anzu-

wenden. 9x + y =-15 < y=-9x — 15. Indem man y fir —9x — 15 in der zweiten Gleichung einsetzt, l6st man

die resultierende Gleichung:

6x+5-(-9x-15)=3 < 6x—-45x-75=3 < -39x=78 < x=-2. Daraus folgt: y=-9 - (-2) -15=18-15=3.

Das System hat eine eindeutige Losung S = {(-2, 3)}.

Probe: 9 - (-2) + 3=-18 + 3 =-15 (wahr), also ist (-2; 3) die Losung der Gleichung 9x + y = -15.
6-(-2)+5-3=-12+15=3 (wahr), also ist (-2; 3) die Losung der Gleichung 6x + 5y = 3. Da es sich
um Lésungen beider Gleichungen handelt, ist das Paar (—2; 3) tatséchlich eine Losung des Systems.

Wenn einige der Koeffizienten irrationale Zahlen sind, ist es besser, die Reduktionsmethode anzuwenden.

V2. x+43-y=5 142 [2x+6-y=5\2
{\/g-x—x/z-y=0|-\/§©{3x—\/g'y=0 .

Addiert man Glied fir Glied, ergibt sich 5x = 5\2 < x =+/2. Setzt man in die erste Gleichung ein, erhalt man:
V2243 y=552+{3.y=5o3.y=3 o y=3.

Das System hat eine eindeutige Losung S = {(\/5 «/5)}

Probe: v2 -v/2 ++/3-4/3=2+3=5 bzw.+/3:v2 -2 -\/3 =16 -6 =0.

Da beide Gleichungen geldst sind, ist das Paar («/5 \/5) die Lésung des Systems.



{2(x+1)—3(y+1):2 2X+2-3y-3=2 {2X—3y=3 {2X—3y=3

_ 17
3x+y)-2(y-1)=2,8(3) < 3x+3y—2y+2=% < 3x+y+2:? 3x+y=%

2x—3y=3 3 5 11 1
& 5 . Addiert man Glied fiir Glied, erhalt man: 11x==+= < 11x=—"— < x ==. Substituiert

Ix+3y =— 2

2

. . 5 L. ., 3 5 5 3 5 9 4 2

man in der Gleichung 3x +y =—, so ergibt sich —+y=— =———= =——= =—— =——.
BoX+y=g g 2 Ve TV e 2TV T e YT e TV T3

Also S = {(1 —EJ}
2" 3
Vorgeschlagene Aufgaben

Gebt an, welche der folgenden Beziehungen Gleichungen mit zwei Unbekannten darstellen:

X+y=2; 2x+5-7=0; 3y+2y=10; 2a+1,5b-2=0.
Priift, ob das Paar (1, 2) eine Losung der Gleichung ist:

X+y—-3=0; 2X+y+4=0; X+3y—-7=0; dx-3y+1=0.

Fir Gleichungen der Form ax+by+c=0, a, b, ¢, x, y € R, schreibt die Gleichungen in eure Hefte und fllt
dann die Tabelle entsprechend dem Muster aus:

Gleichung x-2y-4=0 3x+y+1=0 —x+%y+5=0 «/§x+2y—\/§=0 «/gx—yzo
1
b -2
c -4

Sei die Gleichung x + 2y — 8 =0.
Schreibt zwei Paare von reellen Zahlen auf, die Lésungen der gegebenen Gleichung sind.
Schreibt zwei Paare von reellen Zahlen auf, die keine Losungen der gegebenen Gleichung sind.
Sei die Gleichung ax + by + 4 =0, wobei a und b reelle Zahlen sind.
Bestimmt b fiir a = 1 so, dass das Paar (2, —3) eine Losung der Gleichung ist.
Bestimmt a und b, fiir die (-1, —1) und (0, —4) Lésungen der Gleichung sind.

Gebt an, welche der folgenden Beziehungen Systeme von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten darstellen:

x-1=3 2x-y=3. x=5 ) x*-9=0
2x=4 "’ x+3y=5 2x+3y =16 x+3=6"
Priift, ob das Paar (2, 3) eine Losung des Gleichungssystems ist:
0,5x+3y =10
2x+y =7 x+3y=11 -X+2y=5 XI Y
X+4y =14 2x+y =10 2x -2y =-2' 2x-3y=3

Lost folgende Gleichungssysteme durch Substitution:

x+4y=8 —2X+y=-2 —2x+3y=-2 2x+4y =14

2x+3y =11 3x-4y=-2 3x+y=14 x-2y=5
Lost folgende Gleichungssysteme mithilfe der Reduktionsmethode:

x+y=7 —-X+2y=-1 2x+4y =-4 5x+3y=4

x-y=1 —2x+3y=3 -3x+5y=-16' 2x+4y =10
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10. Lost die folgenden Gleichungssysteme:

1 2
§x+§y=3 _ 0,5x+0,2y =0 3(x—2)+025y:—1 2(x+1)+y=6
2 3 S 1Bx-y=6 T X*2.5_ 4y x=2(y+1)=-20
FX—gy=-1 AT
3 5
11. Schreibt ein System von zwei Gleichungen mit zwei reellen Koeffizienten und zwei Unbekannten mit einziger
Losung:
a. x=2undy=>5; b. x==1und y=\/§; c.x:Oundy:—\/E; d. x=1—x/§undy=0.
12. Bestimmt die Lésungsmengen folgender Gleichungssysteme in der Menge der reellen Zahlen:
X—-2y=-3 L [x-2y=-3 \Fx 2y = 2[ L [oax-32y=7
a. ; . ; . .
-2x+4y =6 2x -4y =6 ~Bx+y=-2 0,1x-0,8y =1,8

13. Bestimmt die ganzen Zahlen k und n so, dass |2k — 3n| + (=k + 2n)* = 1 ist.

14. Lost die folgenden zwei Gleichungssysteme:
fx+5y 15 b \/§x+\/18y=9 \/63x—\/§y=30 J \/§x+3y=5—\/27
. ; c. ; . .
|VBx+2y =6 J12x+2y=8 J7x++27y =50 J10x-v12y =5\2 +6

Test %%

1. Priift, ob das Paar (2, 4) Losung ist flr:

a. die Gleichung 2x+y -9 =0; b. das Gleichungssystem 3x-y=2 .
2x+5y =24
dx+3y=2
2. Die Losung des Gleichungssystems Xy ist
xX-2y=6
S={2.2}; B. S=1{(-2,2)}; c. S={2 -2} D. 5={(-2,-2).

Schreibt den Buchstaben der richtigen Antwort in eure Hefte.

2(x-1)+3y=-5
Ax+3(y+2)=-3

a. Lost das Gleichungssystem nach der Substitutionsmethode.

3. Es sei das Gleichungssystem {

b. Lost das Gleichungssystem nach der Reduktionsmethode.
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4

4. Lektion: Losen von Aufgaben mithilfe von Gleichungen oder
linearen Gleichungssystemen

Schliisselworter
Aufgabe Unbekannte Gleichung Gleichungssystem Lésung

Bei praktischen Aufgaben lassen sich die Beziehungen zwischen bekannten und unbekannten Daten haufig
durch eine oder mehrere lineare Gleichungen ausdriicken. Die Lésung der Aufgabe besteht also in der Losung
einer Gleichung oder einer Reihe von Gleichungen (d. h. eines Systems).

Merke dir!

Die Strategie zur Verwendung von Gleichungen und Systemen zum Lésen von Aufgaben besteht darin, die fol-
genden Schritte sorgfaltig zu durchlaufen:

é ) (" Setze die A ( \X( )
. . Beziehungen
Schreibe die ; .
Identifiziere unbekannten zwischen den Lose das Analysiere
di - : Werten der . die erzielten g -
ie bekannten Grofden in unbekannten mathematische : Uberpriife
Daten, die Buchstaben . Modell Ergebnisse die Losung
— o Grofsen unter L . und -
Aufgabenstellung _, und gib die . —(Gleichung oder . . anhandder
; "Verwendung einer . formuliere die
und bestimme Menge an Gleichungs- . Voraussetzung.
: ’ oder mehrerer L d g
die unbekannten zu der sie i system). Osung der
GréRen ohéren Gleichungen Aufgabe.
) g : (eines Systems)
in mathematische
Sprache um.
\_ _ \_" J \ J\ Y,

Ein Makler investierte 60 Prozent des von ihm verwalteten Geldes in
Staatsanleihen und 25 Prozent in Aktien. Es blieben 12000 Lei Ubrig.
Wie viel Geld hat der Makler urspriinglich verwaltet?

Losung;:

Wir bezeichnen mit s den Betrag (ausgedriickt in Lei), den er urspriing-
lich hatte. In Staatsanleiheninvestierte er 60 % - sundin Aktien 25 % - s
Wir erhalten die Gleichung s =60% - s+ 25% - s+ 12 000 Lei.

Das=1-s =@-s =100%-s, kdbnnen wir schreiben:

100% - s=(60% +25%) - s+ 12 000 < 100% - s=85% -5+ 12 000 < 15% - s=12 000 < s=12000:15% <

§=12000: % < s=12000 %50 <> s =280 000, zu Beginn hatte der Makler 80000 Lei in Verwaltung.
Wir Gberprifen die Loésung. Er hat 60%-80000 Lei= 16700.80 000 Lei=48000 Lei in Staatsanleihen und

25%-80000 Lei =120—50 -80000 Lei =20000 Lei.

Damit bleiben 80 000 Lei — 48 000 Lei — 20 000 Lei =12 000 Lei, was die Richtigkeit der Losung bestatigt.

Vlad und Tavi gehen in den Supermarkt, um Apfel und Orangen zu kaufen. Keiner von ihnen bewahrt den Kas-
senzettel auf. Vlad sagt: ,,Fiir 2 Kilo Apfel und 4 Kilo Orangen habe ich 22 Lei bezahlt.”

Tavi sagt: ,,Ich habe 3 Kilo Apfel und 2 Kilo Orangen gekauft, fiir die ich 17 Lei bezahlt habe.”

Berechne, wie viel ein Kilo Apfel und wie viel ein Kilo Orangen kostet, wenn man davon ausgeht, dass diese
Aussagen wahr sind.



Losung:

Wir schreiben x (Lei) fiir den Preis fiir ein Kilo Apfel und y (Lei) fiir den Preis fiir ein Kilo Orangen.

Die Aussage von Vlad zeigt, dass 2x + 4y = 22 ist, und die von Tavi, dass 3x + 2y = 17 ist. Wir kdnnen ein System

von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten bilden, das wir z. B. mit der Reduktionsmethode l6sen:
2x+4y =22 2x+4y = 22 2x+4y = 22 2x+4y =22 x=3 x=3

= = = = = .
3x+2y=17[-(-2) 7 |-6x-4y=-34 " |-4x =-12  |x=3 2.-3+4y=22 " |y=4
—4x =-12
So kostet ein Kilo Apfel 3 Lei und ein Kilo Orangen 4 Lei.
Probe:3 -3 Llei+2-4Llei=17Lei,und2-3Lei+4-4Lei=22Lei.

Eine Hausfrau hat eine 25 %-ige und eine 30 %-ige Salzlésung. Wie viele Liter von jeder Losung muss sie
mischen, um 20 Liter 28 %-ige Sole zu erhalten?

Losung:
C,-X+C, Yy

X+y
mit der Konzentration c,, y ist die Menge der Losung mit der Konzentration c,, und ¢, ist die Konzentration der

Wir werden das gewichtete arithmetische Mittelanwenden: m_, = , wobei x fuir die Menge der Losung

Mischung. Wir erhalten das System:

X+y:§20/ 30% x+y=20 x+y=20 x+y=20
. . Pannt Py P P
28% =2 j:y Y 25% x+30%:y =28%(x+y)  |25x+30y=28-20  |5x+6y =112
-5x -5y =-100 x+y=20 x=8
= = .
5x+6y= 112 y=12 y=12
Die Hausfrau muss 8 Liter Salzlésung mit einer Konzentration von 25 % und 12 Liter mit einer Konzentration
von 30 % mischen. . _— . _

Kritisches Denken (vergleichende Losung mithilfe
einer Gleichung/eines Gleichungssystems)

Wahrend der Griinen Woche beschlossen die 27 Schiiler einer Klasse,
sich an einer Aktion zur Sduberung eines verschmutzten Gebiets zu betei-
ligen. An diesem Tag kamen drei weitere Freunde hinzu: ein Madchen und
zwei Jungen. Die Anzahl der Jungen betrug zwei Drittel der Anzahl der
Madchen. Wie viele Jungen und wie viele Madchen waren in dieser Klasse?

Lo6st die Aufgabe mithilfe einer Gleichung:
Wir bezeichnen mit x e N* die Anzahl der Jungen in

Lost die Aufgabe mithilfe eines Gleichungssys-
tems:

der Klasse. Dann ist die Anzahl der Madchen gleich
27 — x. Da ein weiteres Madchen und zwei Jungen
mitmachen, ergibt sich, dass die Anzahl der teilneh-
menden Jungen gleich x+ 2 und die der Madchen
gleich 28 — x ist.

Wir erhalten die Gleichung x +2 = % (28 - x), die wir
[6sen, um die Unbekannte x zu bestimmen:
X+2=§-(28—x)|-3 ©3-x+2)=2-28-x)

& 3x+6=56-2x<5x=50<x=10.
Es sind also 10 Jungen in der Klasse und
27 —10 =17 Méadchen.

2

Wir bezeichnen mit M die Anzahl der Madchen und
mit J die Anzahl der Jungen in der Klasse, wobei
M,J e N* Dannist M+J=27.

Ein weiteres Madchen und zwei Jungen nahmen an
der Aktion teil, sodass es insgesamt M + 1 Madchen
und J + 2 Jungen waren. Wir erhalten das System:

M=27-J

M+J=27
{3-(]+2)=2~(M+1)'

J+2=%~(M+il.)<:>

Ersetzt manin derzweiten Gleichung Mdurch 27 - J,
erhdltman:3J+6=54-2J+2 < 57=50<J=10.
Daraus ergibt sich: M=27-J=27-10=17.

Es sind 10 Jungen und 17 Madchen in der Klasse.

Probe: 10 +17=27;10+2=12;17+1=18 bzw.§~18:2~6:12.
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Projekt

Neben dem, was wir in dieser Lektion gelernt haben, gibt es eine ganze Reihe von Strategien und Methoden
zum Losen der Aufgaben, die in die folgenden zwei Kategorien eingeteilt werden kdnnen:
« arithmetische Methoden: die Methode der Zurlickfihrung zur Einheit, die Vergleichsmethode, die grafische
Methode, die Methode des umgekehrten Rechenweges, die Methode der falschen Voraussetzung;
« algebraische Methoden: Gleichungen und Gleichungssysteme.

Projektaufgabe

I. Schreibt fir jede der Aufgaben 1-4 je zwei Losungen: eine mit arithmetischen und eine mit algebraischen
Methoden. Vergleicht die beiden Losungswege und gebt die Vor- und Nachteile jeder Methode aus eurer eige-
nen Sicht an.

Bei eurer Analyse konnt ihr die folgenden Punkte beriicksichtigen:

« wie schnell ihr die Lésung findet;

< wie einfach es ist, sie zu Gberpriifen;

« wie leicht ihr die Losung einem Gesprachspartner (moglicherweise miindlich) prasentieren konnt.

I1.Erfindet zwei Aufgaben, eine mit einer einzigen Unbekannten und eine mit zwei Unbekannten, und l&st sie nach
der von euch bevorzugten Methode.

Zur Durchfiihrung des Projekts werden Teams von 4-5 Schiilern gebildet.

Ressourcen: Ihr kdnnt die im Internet 6ffentlich zuganglichen Ressourcen verwenden.

Prdsentation: Erstellt eine PowerPoint-Prasentation mit Text und Bildern.

Bewertung: Man beachtet die Qualitat der Analyse, die Originalitat und Qualitat der vorgeschlagenen Aufgaben,
die Genauigkeit der Prasentation, die Teamarbeit, die von den anderen Teilnehmern nach der Prasentation des
Projekts gedufserten Meinungen und die Qualitat der Antworten auf eure Fragen.

1. George ist 30 und seine Tochter Adina ist 4 Jahre alt.

a. Ist es moglich, dass George nach einer bestimmten Anzahl von Jah-
ren ein Jahr mehr als das Dreifache von Adinas Alter haben wird? Be-
grundet eure Antwort.

b. Bestimmt, in wie vielen Jahren Adina ein Drittel des Alters ihres Va-
ters haben wird.

-
—

Die Losungsmethoden, die ihr in Punkt b verwenden werdet:
« grafische Methode;
« Lésen mithilfe von Gleichungen.

2. In einer Buchhandlung hat jedes Blatt Buntpapier den gleichen Preis. Auch jeder Buntstift hat denselben Preis.
Um Materialien fir ein Projekt zu kaufen, gehen Adi und Eva in diese Buchhandlung. Der Junge kauft 4 Bogen
Buntpapier und 7 Buntstifte, wofiir er 47 Lei bezahlt. Eva kauft 6 Bogen Buntpapier und 5 Buntstifte, wofir sie 43
Lei bezahlt. Rechnet aus, wie viel ein Blatt Buntpapier und wie viel ein Buntstift kosten.

Die Lésungsmethoden, die ihr anwenden werdet:
» Vergleichsmethode;
« mit einem Gleichungssystem unter Verwendung der Reduktionsmethode.

3. Eine Theaterkarte kostet 55 Lei und eine Kinokarte 32 Lei. Radio Mathe verschenkt im Namen eines Sponsors
12 Eintrittskarten fiir die Gewinner eines Gewinnspiels im Wert von 545 Lei. Wie viele Karten jeder Art werden
verschenkt?

Die Losungsmethoden, die ihr anwenden werdet:
« Methode der falschen Voraussetzung;
« mithilfe eines Gleichungssystems und der Substitutionsmethode.

4. Julia gibt eine Geldsumme in drei Tagen aus. Am ersten Tag gibt sie 30 Prozent des Betrags aus, am zweiten
Tag gibt sie zwei Flinftel des verbleibenden Betrags aus und am dritten Tag gibt sie die restlichen 630 Lei aus.

a. Ist es moglich, dass der urspriingliche Betrag 1 200 Lei betragt? Begriindet eure Antwort.
b. Berechnet, wie viel Iulia urspriinglich hatte.

Die Losungsmethoden, die ihr in Punkt b verwenden werdet:
« die Methode des umgekehrten Rechenweges;
« Lésen mit einer Gleichung.



Untersuchung

Der Gewinnschwellenwert fiir ein Unternehmen, das Eier verkauft

1. Etappe
Dein Geschaftsplan sieht vor, 15 Hihner einer bestimmten Rasse im Garten deiner Familie
zu zuchten und die produzierten Eier zu verkaufen. Die Kosten fiir die Griindung des Unterneh-
mens belaufen sich auf 825 Lei fiir einen Hiihnerstall und 25 Lei fir jede Henne. Das Hihner-
futter kostet 10 Lei pro Tag und du hoffst, dass jede Henne ein Ei pro Tag legt. Dein Ziel ist es,
jedes Ei fur einen Leu zu verkaufen. :
Dein Unternehmen ist kostendeckend, wenn der Gesamtumsatz den Gesamtkosten entspricht.
1. In wie vielen Tagen wirst du die Gewinnzone erreichen?
(Vorausgesetzt, du schaffst es, alle Eier zu verkaufen, ohne welche zu verlieren).
2. Zeichne mithilfe der in der 6. Klasse erworbenen Kenntnisse ein Liniendiagramm, das zeigt, wie sich Kosten
und Gewinn in den ersten 80 Tagen entwickeln werden.

2. Etappe

Nach einigen Nachforschungen findest du heraus, dass Hihner dieser Rasse nur an vier von fiinf Tagen Eier
legen, aber du erfahrst, dass du flr 45 Lei pro Stiick spezielle Hihner einer anderen Rasse kaufen kannst, die
nicht nur jeden Tag ein Ei legen, sondern alle vier Tage zwei Eier pro Tag. Du erzdhlst deinen Eltern von deinem
Plan und erhaltst ein Geschenk von 1 440 Lei, um den Stall und 15 Hihner zu kaufen. Berechne, wie viele Hiihner
jeder Rasse du kaufen kannst.

Ausweitung

1. Deine Schwester ist nicht begeistert davon, dass du als Einziger den Hof fiir das Geschaft nutzt und verlangt
10 % des Gewinns. Rechne aus, wie viel sie in 365 Tagen verdienen wird.

2. An deinem Geburtstag bekommst du 1 490 Lei. Wiirdest du im ersten Jahr, das kein Schaltjahr ist, mehr verdie-
nen, wenn du einen weiteren Hihnerstall und 15 Hihner kaufst, oder wenn du sie zu einer 6%igen Verglitung
investierst? Wenn du einen anderen Geldbetrag erhalten wiirdest, untersuche, wie dies deine beste Option
bestimmen wirde.

Ausweitung +

Denke an ein Unternehmen und beschreibe die Kosten und Preise von Produkten und Dienstleistungen.
Berechne, wann du die Gewinnschwelle erreichen wirst.

Tausche mit einem Mitschiiler Geschaftspline aus und versuche, Anderungen zu entwickeln, die sich auf das
Geschaft des anderen auswirken wiirden. Untersuche, wie sich die von deinem Mitschiler vorgeschlagenen
Anderungen auf deinen Gewinn auswirken und wann du die Gewinnschwelle erreichst.

Vorgeschlagene Aufgaben

Der Club Freunde der Berge hat 45 Mitglieder, die entweder Bergsteiger oder Skifahrer sind. Es gibt 23 mehr
Skifahrer als Bergsteiger. Bestimmt die Anzahl der Bergsteiger im Club.
Bei einer zweistelligen Zahl zur Basis 10 ist die Zehnerstelle doppelt so grofs wie die Einerstelle. Bestimmt
diese Zahl, wenn bekannt ist, dass die Summe der Ziffern 12 ergibt.
Eine Zahl wird um 4 vergrofsert, und das Ergebnis wird um das Flinffache erh6ht. Das neue, um 5 verkleinerte
Ergebnis wird durch 4 geteilt und ergibt 2 533 und den Rest 3. Bestimmt die urspriingliche Zahl.
Die Differenz von zwei natiirlichen Zahlen ist 392. Teilt man die grofsere Zahl durch die kleinere Zahl, so ergibt
sich der Quotient 12 und der Rest 7. Bestimmt die beiden Zahlen.
In 15 Jahren wird Anna 4-mal so alt sein wie vor 6 Jahren. Wie alt ist Anna jetzt?
In einem Wohnblock gibt es 118 Zimmer in 50 Zweizimmer- und Dreizimmerwohnungen.
Ist es mdglich, dass es in dem Wohnblock 28 Dreizimmerwohnungen gibt? Begriindet eure Antwort.
Bestimmt die Anzahl der Zweizimmer- und Dreizimmerwohnungen in diesem Block.
Im Rahmen eines Umweltprojekts sammelt eine Schule 8 Container Altpapier und 5 Container Plastikmll mit
einem Gesamtgewicht von 918 Kilogramm. Vier Altpapiercontainer wiegen genauso viel wie 6 Plastikcontai-
ner. Bestimmt, wie viel ein Altpapier- und wie viel ein Plastikcontainer wiegen.
Sechs Goldfische und 8 Pfauenfische kosten 124 Lei, und vier Goldfische und 7 Pfauenfische kosten 101 Lei.
Wenn jeder Goldfisch bzw jeder Pfauenfisch den gleichen Preis hat, berechne, wie viel ein Pfauenfisch kostet.
Wenn in einer Klasse die Schiiler zu zweit in einer Bank sitzen, bleiben zwei Banke leer und ein Schiiler sitzt
allein in der Bank. Wenn dieselben Schiiler zu dritt in einer Bank sitzen, wiirden sieben Banke leer bleiben.
Ist es mdglich, dass es in dieser Klasse 25 Schiiler und 15 Banke gibt? Begriindet eure Antwort.
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Wie viele Schiiler und wie viele Banke gibt es in dieser Klasse?
In einem Mathematikwettbewerb wurden 10 Aufgaben vorgeschlagen. Fir jede richtige Antwort erhalt man
10 Punkte, fur jede falsche Antwort werden zwei Punkte abgezogen. Ilie hat 76 Punkte erhalten. Bestimmt die
Anzahl der Aufgaben, die Ilie in diesem Wettbewerb richtig geldst hat.
Paul hat 40 Aktien gekauft: einige in einer Textilfabrik fiir je 15 € und einige in einer Brotfabrik fiir je 12 €, ins-
gesamt also 552 €. Wie viele Aktien von jeder Art hat er gekauft?
In einem Geschaft werden T-Shirts zum Verkauf angeboten. Am ersten Tag werden 30 Prozent der T-Shirts
verkauft, am zweiten Tag werden zwei Siebtel der restlichen T-Shirts verkauft, und am dritten Tag werden die
restlichen 30 T-Shirts verkauft. Wie viele T-Shirts wurden in diesem Geschaft zum Verkauf angeboten?
Ein Tourist wandert eine Strecke in drei Tagen. Am ersten Tag legt er ein Viertel der Lange der Strecke und
weitere 4 km zurtick. Am zweiten Tag legt er drei Flinftel der restlichen Strecke zuriick, und am dritten Tag legt
er den Rest der Strecke, also 8 km, zurtick.

Ist es moglich, dass die am zweiten Tag zurlickgelegte Strecke gleich 15 km ist? Begriindet eure Antwort.

Bestimmt die Lange der zuriickgelegten Strecke.
Ein Eichhornchen legt die Strecke Bau — Haselstrauch — Bau in 4 Minuten zurilick. Ohne HaselnUsse lauft es
6 Meter pro Sekunde und mit Haselnlissen 3 Meter pro Sekunde. Bestimmt die Entfernung vom Bau zum
Haselstrauch.
Ein 35 dam langer Zug fahrt Giber eine Briicke. Der letzte Wagen verlasst die Briicke nach 7 Minuten. Ware
die Geschwindigkeit um 100 Meter pro Minute hoher, dann hatte der letzte Wagen die Briicke nach 6 Minuten
verlassen. Wie lang ist die Briicke?
Ein Apotheker hat zwei Flaschen mit Borsaureldosung: eine mit 6%iger Konzentration und eine mit 3%iger
Konzentration. Bestimmt, wie viele Milliliter von jeder Lésung der Apotheker mischen muss, um 600 Milliliter
einer 4%igen Losung zu erhalten.
In einer Meinungsumfrage wurde festgestellt, dass zwei Drittel der Verbraucher das Produkt Y und der Rest
das Produkt X bevorzugen. Nach einer Werbekampagne fiir das Produkt X ergab eine neue Umfrage unter
denselben Verbrauchern, dass ein Fiinftel der Verbraucher, die urspriinglich das Produkt Y bevorzugten, nun
das Produkt X wahlen. Nach der letzten Umfrage ist die Zahl derer, die das Produkt X bevorzugen, um 60
kleiner als die Zahl derer, die das Produkt Y bevorzugen. Wie viele Verbraucher haben an dieser Umfrage teil-
genommen? L o
Dividiert man die Zahl abc, die in der Basis 10 geschrieben ist, durch die Zahl ac, erhalt man den Quotienten
8 und den Rest 1. .

Ist es moglich, dass ac gleich 25 ist? Begriindet eure Antwort.

Bestimmt die Zahlen abc.
Am 8. Marz kauft Dan 3 Nelkenstraufde und 7 Tulpenstraufse, also insgesamt 56 Blumen. Jeder Nelkenstraufs
hat die gleiche Anzahl von Blumen, eine Primzahl, und auch jeder Tulpenstraufs hat die gleiche Anzahl von
Blumen, ebenso eine Primzahl. Bestimme die Anzahl der Nelken in jedem Straufs.
Stelle drei Aufgaben zusammen: eine, die mithilfe einer Gleichung zu l6sen ist, und zwei, die mithilfe eines
Gleichungssystems unter Verwendung der Substitutionsmethode und der Reduktionsmethode zu l6sen sind.

Selbstbewertung

1. In einer Klasse sind 28 Schiler. Es gibt dreimal so viele Madchen wie Jungen. Wie viele Madchen und Jungen
sind in der Klasse?

2. In einem Blumenladen kosten 7 Tulpen und 3 Rosen 55 Lei, 5 Tulpen und 7 Rosen kosten 83 Lei.
a. Ist es moglich, dass eine Rose 12 Lei kostet? Begriindet eure Antwort.
b. Bestimmt den Preis einer Rose und den Preis einer Tulpe.

3. Alex hat eine Geldsumme an vier Tagen ausgegeben. Am ersten Tag hat er 25 % des gesamten Betrages
ausgegeben, am zweiten Tag 35 % des verbliebenen Betrages, am dritten Tag 8 Lei weniger als am zweiten Tag,
und am vierten Tag hat er die restlichen 62 Lei ausgegeben. Berechnet, wie viel Geld Alex an den vier Tagen
ausgegeben hat.
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Wiederholung und Bewertung

Gleichungen « Gleichungen mit einer Unbekannten « Gleichungen mit zwei Unbekannten « Gleichungssys-
teme « Aufgaben, die mithilfe von Gleichungen oder Gleichungssystemen geldst werden

Fir die Aufgaben 1-9 schreibt den Buchstaben, der der richtigen Antwort entspricht, in eure Hefte. Schreibt fir
die Ubungen 10-17 die vollstandigen Lésungen auf.

1.

10.

. Es sei das System <3

12 ist gleich:
a. 6; b. 24/3; c. \6; d. \/3.
. Wenn a+b=>5ist,dann ist 3a + 3b gleich:

a. 5; b. 10; c. 15; d. 20.

. Die Losung von 2x — 6 = 0 ist die Zahl:

a. 1; b. 2; c. 3; d. 4.

. Die Zahl -2 ist die Losung der Gleichung:

a. 2x+1=0; b. 3x=6;

c. x-2=0; d. 3x+6=0.

. Ein Beispiel fiir eine Gleichung mit zwei Unbekann-
tenist:

a. X+2y=2; b. 3a+5=8;

c. 4y°=9; d. 4+5=9.

. Eine Lésung der Gleichung 2x+y—4=0 ist das
Paar:

a. (3,0); b. 2,1); ¢ (0,2); d. (1,?2).

. Die Summe einer Zahl und ihres Doppelten ist 24.

Die gesuchte Zahl ist:

a. 6; b. 7; c. 8; d. 9.

. Wenn 0,5x = 8 ist, dann ist x gleich:

a. 4, b. 8; c. 12; d. 16.
1X+:I.,5y=5

, wobei x e R,
-3x+y=13

y € R. Die Losung des Systems ist:

a. (-3;2); b. (3;4); c. (-3;4); d. (3;-4).

Welche der folgenden Aussagen ist richtig und

welche ist falsch?

a. 5ist die Losungvon 2(x + 3) - 5=x+ 6.

b. Das Paar (1, 2) ist eine Losung von
3x-2y+2=0.

c. —2ist die Losungvon |4x+7 |=1.

Beobachtungsbogen
» Ich war daran interessiert, Neues Gber Losungsmethoden von Aufgaben zu lernen.
» Meine Teilnahme am Matheunterricht wurde von meinen Mitschilern und der Lehrkraft geschatzt.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Verbindet jede Gleichung in Spalte A mit der
Lésung in Spalte B:

A B
i. 3x—8=5x+10 =0 14
X 7 b. -9
ii. —=—
4 2 c. 0,5
iii. 1,2x—-4=2 d. 5
Lost das Gleichungssystem:
2 =
X+5y =17 , wobei x, y € R.
-3x+4y =9

Eine Bluse wird um 10 % billiger und kostet 135
Lei. Wie hoch war der Preis der Bluse vor der Preis-
senkung?

Die Differenz zweier Zahlen ist 75. Die Summe der

ersten Zahl und des Doppelten der zweiten Zahl ist

210. Bestimmt die beiden Zahlen.

Auf einer Ausstellung gibt es 65 Autos und Motor-

rader. Berechnet, wie viele Autos und wie viele

Motorrader ausgestellt sind, wenn ihr wisst, dass

es insgesamt 210 Rader gibt.

In den Winterferien fahren die 27 Schiiler der

Klasse 7A zum Skilaufen ins Skilager Straja. Zu

ihnen kommen ein Junge und vier Madchen aus

der Klasse 7B dazu, sodass drei Flinftel der Anzahl
der Madchen die Anzahl der Jungen darstellt.

a. Ist es moglich, dass die Anzahl der Madchen
in der Klasse 7A gleich 15 ist? Begriindet eure
Antwort.

b. Wie viele Jungen sind in der Klasse 7A?

Ein Tourist hat eine Bergstrecke an vier Tagen

zurlickgelegt. Am ersten Tag legte er 25 % der

Lange des Weges zuriick, am zweiten Tag ein Drit-

tel der restlichen Strecke, am dritten Tag 1 km

mehr als am zweiten Tag und am vierten Tag die
restlichen 4 km.

a. Praft, ob der Tourist am zweiten Tag ein Viertel
der Strecke zuriickgelegt hat. Begriindet eure
Antwort.

b. Berechnet die Gesamtstrecke, die er in den
vier Tagen zuriickgelegt hat.
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Niederschlag (mm)

X1 XII
Monate des Jahres

Monatlicher Niederschlag an der Station Bukarest-Filaret, mehrjahrige Mittelwerte

- L

Die visuelle Darstellung von Daten hilft uns, grofse Mengen von Daten,
Trends und Beziehungen zwischen Daten zu verstehen. Die Verwendung
von Diagrammen im Alltag ist niitzlich, um Analysen durchzufihren und
schnelle Entscheidungen zu treffen.

Die Grafik der mehrjahrigen Durchschnittswerte der aufgezeichneten
Niederschlage zeigt die Entwicklung des Klimas in Rumanien: die
Dirreperioden haben sich verlangert und die Niederschlagsmengen
haben zugenommen.
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1. Lektion: Kartesisches Produkt zweier nicht leerer Mengen.
Orthogonales Achsensystem in der Ebene. Darstellung von
Paaren reeller Zahlen in einem orthogonalen Achsensystem.
Darstellung von Punkten in einem orthogonalen Achsensystem.
Abstand zwischen zwei Punkten in der Ebene

Schliisselworter

Kartesisches Produkt Zahlenpaare Entfernung Achsensystem Punkte

Kartesisches Produkt zweier nicht leerer Mengen

Problemstellung
Vlad hat zwei Wiirfel, einen gelben und einen roten. Es stellt sich die Frage: Wie viele Zah-
lenpaare kdnnen beim Wiirfeln der beiden Wiirfel herauskommen? é
Wenn zum Beispiel der gelbe Wiirfel die Flache mit einem Punkt zeigt, kann der rote Wiirfel
die Flache mit einem Punkt oder die Flache mit 2 Punkten oder 3, 4, 5 oder 6 Punkten zeigen.
Wir kdnnen also 6 Paare bilden, bei denen der gelbe Wiirfel einen Punkt zeigt. Wenn der gelbe
Wiirfel zwei Punkte zeigt, kdnnen wir ebenfalls 6 Paare bilden.
Da die Wiirfel 6-seitig sind, bedeutet dies, dass es insgesamt 6 - 6 = 36 Paare gibt.
Was stellen wir fest?
Wenn du zwei Wiirfel wirfst, erhaltst du 36 Zahlenpaare. In jedem Paar steht die erste Zahl fiir die Punkte auf
dem ersten Wiirfel und die zweite Zahl fir die Punkte auf dem zweiten Wirfel.

Merke dir!

Bei zwei nicht leeren Mengen A und B bezeichnet (a, b) ein geordnetes Paar von Elementen, bei dem das erste
Element aus der Menge A und das zweite Element aus der Menge B stammt.

Wir bezeichnen mit dem kartesischen Produkt zweier Mengen A und B die Menge aller geordneten Paare (a, b),
wobei a € A und b € Bist. Wir schreiben A x B={(a, b)|a € Aund b € B}.

Wenn A = {x, y} und B = {m}, dann kénnen wir die folgenden geordneten Paare bilden, wobei das erste Element

aus A und das zweite Element aus B stammt: (x, m), (y, m).

Die geordneten Paare, bei denen das erste Element von B und das zweite Element von A ist, sind: (m, x), (m, y).

Dannist A x B={(x, m), (y, m)}, und B x A= {(m, x), (m, y)}.

Wir stellen fest, dass die Menge A zwei Elemente hat, die Menge B ein Element und die Mengen A x B und

B x A jeweils zwei Elemente haben. Mit anderen Worten: cardA=2, cardB=1, und card(AxB)=2-1 und

cardBxA)=1-2.

Wenn A= {1, 2} und B={0, 1, 3}, dann kénnen wir die folgenden geordneten Paare bilden, wobei das erste

Element aus A und das zweite Element aus B stammt: B: (1, 0), (1, 1), (1, 3), (2, 0), (2, 1), (2, 3).

Die geordneten Paare, bei denen das erste Element von B und das zweite von A stammt, sind: (0, 1), (0, 2),

1,1),(1,2),3,1),3,2),also: AxB={(1,0),(1,1),(1,3),(2,0),(2,1),(2,3)},
BxA={(0,1),(0,2),(1,1),(1,2),3,1),3,2)}.

Beachtet, dass die Menge A zwei Elemente hat, die Menge B drei Elemente und die Mengen Ax B und Bx A

jeweils sechs Elemente haben. Mit anderen Worten: cardA=2, cardB=3, und card(AxB)=2-3=6 und

cardBxA)=3-2=6.

Bemerkungen

1. Die geordneten Paare (a, b) und (c, d) sind genau dann gleich, wenna=cund b=d.
2. Bei einem geordneten Paar kommt es auf die Reihenfolge an, in der die Elemente geschrieben werden. Genauer
gesagt haben wir:
a. wenna#b, dann (a, b) = (b, a); b. wenn A #B,dann A x B# B x A;
(a,b) #(b,a) und A x BB x A.
3. Wenn A und B eine endliche Anzahl von Elementen haben und cardA=m und cardB=n, dann ist
cardlAxB)=m - n.



Orthogonales Achsensystem. Darstellung von Paaren reeller Zahlen in einem
orthogonalen Achsensystem. Darstellung von Punkten in einem orthogonalen
Achsensystem

Problemstellung
Betrachtet die folgenden Zeichnungen:
ABCDEFGHTI]J

8 1 S e

7 2 1 1 1 1 1 1

3 I sb-d-cbapodoolode

¢ 2 INEEENE

5 5 SR T A N A
4 6 9+ s
3 7 X IS I S

X | %X X X 1 1 1 1 1 1

2| |4 9 SRS N S

1 10 1 1 34 ] ] ]

A B CDTETFGH
Abbildung 1 Abbildung 2 Abbildung 3

a. Wie sind die Positionen der Schachfiguren in Abbildung 1?

b. Luca und Vlad spielen ,,Aeroplanes®. Lucas Spielplan ist in Abbildung 2 dargestellt. Zwei Flugzeuge sind
bereits im Cockpit ,,getroffen®. Welchen ,,Treffer“ sollte Vlad machen, um zu gewinnen?

c. Konnt ihr die Positionen der Punkte A und B in Abbildung 3 charakterisieren?

Antwort:

a. Der Bauer steht auf dem Feld B2 und der Springer auf dem Feld E6.

b. Um zu gewinnen, muss Vlad die Spitze des letzten verbliebenen Flugzeugs, der G3, treffen.

c. Die Punkte A und B liegen weder auf der Gerade Ox noch auf der Gerade Oy. Man beachte, dass der Punkt
A im Schnittpunkt der Parallelen zur Geraden Oy, die durch den Punkt mit der Koordinate 1 auf Ox verlauft,
und der Parallelen zu Ox, die durch den Punkt mit der Koordinate 2 auf Oy verlauft, liegt. Wir kdnnen also
sagen, dass das Paar (1, 2) A entspricht. In gleicher Weise entspricht das Paar (3, 1) B.

Was stellen wir fest?

In der Praxis sind wir manchmal in der Situation, die Position von Objekten, Punkten usw. zu bestimmen. Wir
haben gelernt, dass, wenn wir einen Ursprung, eine Richtung und eine Mafdeinheit auf einer Geraden festlegen,
wir einen Punkt auf der Geraden mit einer beliebigen reellen Zahl assoziieren kdnnen. Umgekehrt wird die Posi-
tion eines beliebigen Punktes auf der Geraden durch eine reelle Zahl (die Koordinate des Punktes) charakteri-
siert. Als nachstes werden wir sehen, dass die Position eines jeden Punktes in der Ebene durch ein geordnetes
Paar reeller Zahlen charakterisiert werden kann.

Merke dir! 4
Eine Gerade, auf der ein Punkt, der sogenannte Ursprung, eine Bewegungsrich- 3l
tung und eine Mafdeinheit festgelegt sind, wird als Zahlenachse bezeichnet. Ml
Eine Menge, die aus einem geordneten Paar senkrechter Zahlenachsen mit einem
gemeinsamen Ursprung und derselben Mafieinheit besteht, wird als orthogonales b
Achsensystem oder kartesisches Koordinatensystem bezeichnet. N S o I X’
Der gemeinsame Ursprung der beiden Achsen (der sogenannte Systemursprung) 17
wird gewdhnlich mit O bezeichnet. 27
Typischerweise wird ein System orthogonaler Achsen wie in Abbildung 4 darge-
Abbildung 4

stellt. Die Pfeile geben die Bewegungsrichtung auf jeder Achse an. In der Regel wird
die horizontale Achse, die sogenannte x-Achse, mit Ox bezeichnet, die vertikale Achse, die sogenannte y-Achse,
mit Oy, und das orthogonale Achsensystem (Ox, Oy) wird kurz mit xOy bezeichnet.

In einem orthogonalen Achsensystem werden die Ox-Achse und jede zu ihr parallele Gerade als horizontale
Geraden und die Oy-Achse und jede zu ihr parallele Gerade als vertikale Geraden bezeichnet.
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« Jedes geordnete Paar (a, b) reeller Zahlen kann in der Ebene durch einen Punkt M dargestellt werden, der im
Schnittpunkt der durch den Koordinatenpunkt a auf Ox verlaufenden vertikalen Geraden mit der durch den
Koordinatenpunkt b auf Oy verlaufenden horizontalen Geraden liegt. Der Punkt M wird die geometrische Dar-
stellung des Paares (a, b) genannt.

« Jedem Punkt M in der Ebene kann ein Paar reeller Zahlen (a, b) zuge- A

ordnet werden, wobei a die Koordinate der Projektion des Punktes M auf v

die Achse Ox und b die Koordinate der Projektion des Punktes M auf die 1

Achse Oy ist. [ SR M

Die Zahlen a und b sind die kartesischen Koordinaten des Punktes M. Wir 1 E

sagen, dass a die Abszisse und b die Ordinate des Punktes M ist. L o ‘ . _

In beiden Fallen bezeichnen wir M(a, b) und lesen: Punkt M mit den O__ a 2
Koordinaten a und b oder Punkt M mit der Abszisse a und der Ordinate b.
Wir bezeichnen auch M(x,,, y,), wobei x, =a und y, =b. Abbildung 5

Wir betrachten ein System orthogonaler Achsen (eine kartesische Referenz) xOy.

Um den Punkt M(1, 2) im xOy-Rahmen darzustellen, gehen wir wie folgt vor (siehe Abbildung 6):
wir ziehen eine gestrichelte Gerade parallel zu Oy durch den Koordinatenpunkt 1 auf der Ox-Achse;
wir ziehen eine gepunktete Gerade parallel zu Ox durch den Koordinatenpunkt 2 auf der Achse Oy;
der Schnittpunkt der beiden Parallelen ist M(1, 2).

Das Gleiche gilt fur die Darstellung der Punkte N(-2, 3), P(-=3, —1) oder Q(4, —-2) (Abbildung 6).

Es seien die Punkte A(-2, 0), B(1, 0) und C(3, 0). Die waagerechte Gerade, die durch den 0-Koordinatenpunkt auf
der Oy-Achse verlauft, ist die Ox-Achse, sodass der Punkt A(-2, 0) der —2-Koordinatenpunkt auf der Ox-Achse ist.
Analog dazu sind die Punkte B(1, 0) und C(3, 0) die Koordinatenpunkte 1 bzw. 3 auf der Ox-Achse (Abbildung 7).

Es seien die Punkte D(0, 3) und E(0, -2). Da die vertikale Gerade, die durch den 0-Koordinatenpunkt auf der
Ox-Achse verlauft, die Oy-Achse ist, ist der Punkt D(0, 3) der 3-Koordinatenpunkt auf der Oy-Achse. In ahnlicher
Weise ist der Punkt £(0, —2) der Punkt mit der Koordinate —2 auf der Oy-Achse (Abbildung 7).

A

y y
5+ 54
4T A4+
N
P M(1,2) *1°
b2 ---7(’ 24
S 11
. Il l Il Il Il Il . Il A Il B Il C Il Il Il -
4210 12345 x s-2-19 12345 x
P i .
—D @ - mmmmmm oo . -2
Q
_3__
Abbildung 6 Abbildung 7
Bemerkungen

1. Der Ursprung O des orthogonalen Achsensystems hat Koordinaten gleich 0. Wir schreiben 0(0,0).

2. Der Punkt M liegt dann und nur dann auf der Ox-Achse, wenn die Ordinate des Punktes M gleich 0O ist. Also:
a. wenn M(x,, y,) € Ox, dann y, =0; b. wenn a R, liegt der Punkt M(a, 0) auf der Achse Ox.

3. Der Punkt M liegt nur dann auf der Achse Oy, wenn die Abszisse des Punktes M gleich O ist. Also:
a. wenn M(x,, y,) € Oy, dann x,, =0; b. wenn b eR, liegt der Punkt M(0, b) auf der Achse.

Abstand zwischen zwei Punkten in der Ebene
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Es sei daran erinnert, dass auf der Zahlenachse der Abstand zwischen dem Punkt A mit der Abszisse x, und
dem Punkt B mit der Abszisse x, gleich AB =[x, — x,| ist. Im Folgenden werden wir sehen, wie man den Abstand
zwischen zwei Punkten berechnet, wenn ihre kartesischen Koordinaten bekannt sind.



Betrachten wir die Punkte A(2, 1) und B(5, 5). Wir wollen die Léange der
Strecke AB berechnen (Abbildung 8).

Zunachst bezeichnen wir mit C den Schnittpunkt der Parallelen durch A
in Ox mit der Parallelen durch B in Oy. Daraus ergibt sich das Dreieck ACB,
rechtwinklig in C, mit den Schenkelldngen:

AC=x,-x,=5-2=3undBC=y,-y.=5-1=4.

Wendet man den Satz des Pythagoras auf das Dreieck ABC an, so erhalt
man: AB*=AC*+BC*=3*+4?=25, also AB=5.

Beachtet, dass AB direkt wie folgt berechnet werden kann:

_ 2 2 _ 2 2 _ —
AB=\(5-2)" +(5-1) =/3?+ 4 =\/25 =5, Abbildung 8

Merke dir!

Wenn A(x,, y,) und B(x,, y,) zwei Punkte in der Ebene sind, dann wird der Abstand zwischen den Punkten A und B

wie folgt berechnet: AB = \/(XB =x,) +(ys—y,)-

Stellt die Punkte A(=2, 1) und B(4, 3) in einem orthogonalen Achsensystem y
XOy dar und bestimmt dann die Koordinaten des Mittelpunkts der Strecke AB T
mit der Bezeichnung M.

Losung:

Wir stellen zunachst die Punkte A und B im System xOy dar. A

Wir zeichnen das Segment AB und fixieren den Punkt M, den Mittelpunkt des / 1
Segments AB. -

Wir konstruieren dann Parallelen durch die Punkte A, M, B zur Achse Oy und 0
notieren ihre Schnittpunkte mit der Achse Ox mit A’, M’ bzw. B’ (Abbildung 9).

Da Oy 1 Ox ist, folgt daraus, dass AA’ 1. Ox, MM' 1 Ox und BB’ 1 Ox.

Aufserdem ist AA’ || MM' || BB', also ist ABB'A’ ein rechtwinkliges Trapez.

Der Punkt M ist der Mittelpunkt der Strecke AB. Daraus folgt, dass der Punkt M’ der Mittelpunkt des Strecke

A'B' ist. Dann ist A’M’=%=¥=3, alsoOM' =1.

Abbildung 9

MM’ ist die Mittellinie des Trapezes ABB'A’. Daraus folgt: MM’ =@=1T+3= 2,also OM" = 2.
Die Koordinaten des Punktes M sind also (1, 2).
Was stellen wir fest?
Die Koordinaten des Punktes M kénnen wie folgt berechnet werden: x,, = _22+4 :%: 1undy, =¥=g=2 .

Analysiert, wie die vorhergehende Aufgabe zu losen ist, und erlautert folgende Aussage:

Fir zwei beliebige Punkte A(x,, y,) und B(x,, y,) sind die Koordinaten des Mittelpunkts M der Strecke AB
X, =—X1;—X2 und y, =—y1J2ry2 .

Erarbeitet in Teams eine ahnliche Aufgabe und stellt die Losung euren Mitschiilern vor.

Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Betrachtet die Mengen A= {1, 3, 5} und B={-1, 0, 3}.
Bestimmt die kartesischen Produkte A x B, B x A und A x A.

Bestimmt card(A x B), card(B x A) und card(A x A).
Stellt die Elemente der Menge A x B in einem orthogonalen Achsensystem xOy dar.
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Losung:
AxB=1{(1,-1), (1,0),(1,3),(3,-1),(3,0),3,3),(5-1),(5,0), (5, 3)}. Y
BxA={(-1,1),(-1,3),(-1,5),(0,1),(0,3), (0,5), (3,1), (3, 3), (3,5} C i S T o
AxA={(1,1),(1,3),(1,5),3,1),3,3),3,5),(5,1), (5,3), (5 5)}. 1+ [

cardA =3, cardB = 3. Das ergibt (A x B) =card(B x A)=3 - 3=9 und Ta
card(A x A) =cardA - cardA=9. o T
i T - .

Wir stellen jedes Paar von reellen Zahlen der A xB-Menge in einem 1]

Achsensystem xOy dar und erhalten ein Diagramm wie in Abbildung 10. Abbildung 10
Es seien die Punkte A(0, 3), B(-3, -1) und C(3, -1).

Stellt die Punkte A, B und C in einem orthogonalen Achsensystem xQOy dar.

Berechnet den Umfang des Dreiecks ABC.

Berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

Bestimmt die Koordinaten des Punktes M, wobei M der Mittelpunkt der Seite AC ist.

Losung:

Wir tragen die Punkte im System xOy ein und erhalten ein Diagramm wie in
Abbildung 11.

AB =[(-3-0) +(-1—3)" =[(-3)" +(-4)’ =+/25 =5,
AC =J(3-0) +(~1-3)* =/3? +(-4)? =+/25 =5.

BC kann mit der Formel fiir den Abstand zwischen zwei Punkten
berechnet werden oder, schneller, indem man feststellt, dass
BC=|x,|+|x,|=1-3|+|3|=6.

Abbildung 11

DannistU,. =AB+AC+BC=5+5+6=16.
Da AB=AC ist, folgt daraus, dass das Dreieck ABC gleichschenklig ist, also ist AO die Hohe, die Seitenhalbie-
rende usw.
Nimmt man P als Schnittpunkt zwischen der Gerade BC und der Achse Oy, so ergibt sich, dass AP die Hohe
des Dreiecks ABC und AP=AO + OP =3 + 1 = 4 ist. Wir haben Fl,_ = BC;‘P - % ~12.

X,+x. 0+3 3 =
Wenn M der Mittelpunkt der Seite AC ist, X, =—2 > £ =%=§ und y, = Vs ;yc = 3+; D :%zl. Also

2

Bestimmt die Koordinaten der Symmetrie des Punktes A(=2, 4) zum Punkt M(1, 1).
Losung:
Zunachst stellen wir die beiden Punkte in einem orthogonalen Achsensystem xOy A
dar, wie in Abbildung 12. y
Die Symmetrie des Punktes A in Bezug auf den Punkt M ist ein Punkt A’, sodass A‘Z:\““" 4
M der Mittelpunkt der Strecke AA’ ist (gemafs der Definition der Symmetrie eines )
Punktes in Bezug auf einen anderen Punkt).

-2+X, 11-wm
Daraus folgt, dass x,, = Xat Xa ,also 1= % ,d.h,2=-2+x,,alsox, =4. 4
2 2 : T
4 1 1 2 A
Auf die gleiche Art und Weise: y, = Vs ;y’*', also 1=%, d.h,2=4+y, I ‘::_EA,

Vorgeschlagene Aufgaben

Bestimmt die reellen Zahlen x, y und z, wobei ihr wisst, dass (x, 2) =(3, 2), (v, 4) = (-1, 4) und (2, 2 = (2, 1).
Betrachtet die Mengen A= {1, 3} und B={0, 1}.

Bestimmt die kartesischen Produkte A x B, Bx A, A x Aund B x B.

Berechnet card(A x B), card(B x A), card(A x A) und card(B x B).
Betrachtet die Mengen A ={-2;-1;1; 6} und B={2; J51.

Bestimmt die kartesischen Produkte A x B, B x A und B x B.

Berechnet card(A x B), card(B x A), card(A x A) und card(B x B).
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Menge A hat 5 Elemente und Menge B hat 8 Elemente. Wahlt die richtige Antwort aus den folgenden Optionen.

Die Menge A x B hat:

13 Elemente; 58 Elemente; 8° Elemente;

Zeichnet die Punkte A(2, 4), B(-1, 3), C(-3, -2), D(4, -4), E(3, 0) und F(0, —-3) in einem orthogonalen Achsen-

system.
5

Stellt die Punkte A(1,5; 2), B(-2,5; -1), C(2,3; -1,5), D[_E; —2,3}, E(—/2;0) und F(0; 4,5) in einem orthogo-

nalen Achsensystem dar.
Bestimmt die Koordinaten der Punkte A, B, C, D, E und F in Abbildung 13.
Betrachtet die Punkte A(1, 2), B(-2, 2), C(4, -1).
Zeichnet die Punkte A, B und C in einem orthogonalen Achsensystem.
Berechnet die Abstéande AB, AC und BC.
Bestimmt die Koordinaten der Mittelpunkte der Strecken AB, AC und BC.
Betrachtet die Punkte A(0, 4), B(-3, 0), C(3, 0).

Stellt die Punkte A, B und C in einem orthogonalen Achsensystem xOy
dar.

Berechnet den Umfang des Dreiecks ABC.
Berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

Bestimmt die Koordinaten der Punkte M und N, wobei M der Mittel-
punkt der Seite AC und N der Mittelpunkt der Seite AB ist.

Betrachtet die Punkte A(-2, 0), B(1, 4), C(1, —-4).

40 Elemente.

Stellt die Punkte A, B und C in einem orthogonalen Achsensystem xQOy dar.

Berechnet den Umfang des Dreiecks ABC.
Berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

Bestimmt die symmetrischen Koordinaten der Punkte A und C zum Punkt B.

Betrachtet die Punkte A(0, 3) und B(x, 6). Bestimmt die reelle Zahl x, fir die AB = 5 ist.

Bestimmt im orthogonalen Achsensystem xQOy in
Abbildung 14: A

die Koordinaten der Punkte M, N, P;

das kartesische Produkt A x B, wobei A die Menge
ist, die aus den Abszissen der Punkte M, N, P |

M

besteht, und B die Menge ist, die aus den Ordina-
ten der Punkte M, N, P besteht.

Abbildung 15 zeigt das kartesische Produkt A x B.
Bestimmt die Elemente von A und B. Abbildung 14

Test

1. Betrachtet die Mengen A= {0, 2, 3} und B={-1, 0}.
Bestimmt die kartesischen Produkte A x B, Bx A, Ax A und B x B.

Xy

Abbildung 13

T---e---e
1
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1
1
1
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i
h
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J Y S

xy

Abbildung 15

2. Betrachtet die Punkte A(1, 3) und B(-2, 1). Wahlt die richtige Antwort. Nur ein Modell ist richtig. Die Symme-

trie von Punkt A zu Punkt B ist Punkt:
A. A'(-1, 4); B. A'(5, 1); c. A'(-5, -1);
3. Betrachtet die Punkte A(3, -3), B(-3, 5), C(-3, -3).

a. Stellt die Punkte A, B und C in einem orthogonalen Achsensystem xOy dar.

b. Berechnet den Umfang des Dreiecks ABC.

c. Berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

D. A'(-5, 1).

<y




2. Lektion: Darstellung und Interpretation von funktionalen
Abhangigkeiten durch Tabellen, Diagramme und Grafiken.
Haufigkeitspolygon

Schliisselworter
funktionale Abhangigkeit Tabelle Diagramm Frequenz Grafik Haufigkeitspolygon
A Ekntfernung
Das Diagramm in Abbildung 1 zeigt die von einem Athleten an fiinf Tagen (km)
zuriickgelegten Kilometer. e I 1
Es besteht ein Zusammenhang zwischen der Anzahl der an einem Tag £ R T
zurlckgelegten Kilometer und der Anzahl der an diesem Tag gefahrenen I s
Kilometer. 7 +------ o
Wie sieht diese Beziehung aus? 6doe 11 4
Antwort: 5+
Am ersten Tag legte er 6 km zurlick, am zweiten Tag 7 km, am dritten al o
Tag 8 km usw. P T T O
Wir kénnen sagen, dass die Anzahl der gefahrenen Kilometer um 5 héher ) N
ist als die Anzahl der an diesem Tag gefahrenen Kilometer. 1 T A
Was stellen wir fest? 1 | . . . .
Im vorangegangenen Beispiel haben wir eine Entsprechung zwischen ol 1 2 3 2 5 Tag
den Elementen zweier Mengen, der Menge der Tage und der Menge der Abbildung 1

zurlckgelegten Kilometer herausgestellt.

Merke dir!

A und B seien zwei nicht leere Mengen. Wir sagen, dass es eine funktionale Abhéngigkeit von A zu B gibt

wenn jedes Element der Menge A mit einem einzigen Element der Menge B verbunden ist.

Im obigen Sinne wird die Regel, nach der jedes Element a € A mit einem eindeutigen Element b € B verbunden
ist, als Korrespondenzgesetz oder funktionale Beziehung von Menge A zu Menge B bezeichnet. Man schreibt a — b.

Bemerkung

1. Eine Regel, die eine Korrespondenz a — b zwischen den Elementen von A und B herstellt, wobeia e Aund b € B,
ist eine funktionale Beziehung (Abhangigkeit) von A zu B, wenn:
a. jedem Element a € A ein Element b € B zugeordnet ist;
b. wenna — bund a — ¢, dannist b = c. Mit anderen Worten, das Element a € A ist mit einem einzigen Element
b e B verbunden.

ol ©

2. Eine funktionale Abhangigkeit von Menge A zu Menge B kann durch eine Tabelle, ein Diagramm oder eine Grafik
dargestellt werden.

(Bet;ag A
.. .. Lei
Ein Kilo Apfel kostet 2 Lei. Dann kosten 2 Kilo Apfel 10 o .
4 Lei, 3 Kilo Apfel kosten 6 Lei, 5 Kilo Apfel kosten ol :
10 Lei. Wir kdnnen diese Daten in eine Tabelle der 8+ !
Form schreiben: 71 :
6+-------- . I
Masse in kg 1 2 3 5 51 : -
Gezahlter Betrag in Lei 2 4 6 10 44----- . : :
=R
Notieren wir die Masse der Apfel mit x und die 21--e 1o .
bezahlte Summe mit y, ist die funktionale Beziehung - 1+ 1 1 :
y =2x, wobeix e {1, 2, 3, 5}. Die gleichen Daten kén- ———— >
. > . ol 123 5 Masse
nen auch durch Diagramme (Abbildung 2) oder eine (kg)
Grafik (Abbildung 3) dargestellt werden. Abbildung 2 Abbildung 3
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Ein Radfahrer fahrt mit einer Geschwindigkeit von 10 km pro Stunde. Er wird also 15 km in 1,5 Stunden, 20 km
in 2 Stunden, 30 km in 3 Stunden, 35 km in 3,5 Stunden, 60 km in 6 Stunden zurlicklegen. Diese Daten kdnnen
wie folgt in eine Tabelle eingetragen werden:

Zeit (Stunden) 1 1,5 2 3 3,5 6
Entfernung (km) 10 15 20 30 35 60

Wenn wir die Zeit (in Stunden) mit x und die vom Radfahrer zurlickgelegte Strecke (in Kilometern) mit y
bezeichnen, erhalten wir die funktionale Beziehung y=10x. Wir kdnnen die Daten in der Tabelle durch
Diagramme (Abbildung 4) oder eine Grafik (Abbildung 5) darstellen.

Entfernung,
(km)
60 T--mmmmmmmmmmmmmmme e .
40 1 i
35 mmmmm e ] |
K $ | 5
L ¢ |
15 ==mm=e- s ;
(0 e B :
A S P S
Ol 1152 335 6 Zeit
(Stunden)
Abbildung 4 Abbildung 5
Schiiler der Klasse 7A erzielen in einem Mathetest folgende Ergebnisse:
Note 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl der Schiiler 1 2 4 5 7 4 2

Diese Ergebnisse kdnnen in einem Kreisdiagramm (Abbildung 6) oder einem Balkendiagramm (Abbildung 7)
dargestellt werden.

Testergebnisse der Klasse 7A Anzahl der Testergebnisse der Klasse 7A
Noten
M Note 4 7 M Note 4
B Note 5 6 M Note 5
M Note 6 5 M Note 6
M Note 7 4 Note 7
M Note s 3 M Note s
M Note 9 5 M Note 9
M Note 10 1 M Note 10
0
Note Note Note Note Note Note Note Note
4 5 6 7 8 9 10
Abbildung 6 Abbildung 7
. Anzahl der A
Was stellen wir fest? Schiiler
Analysiert man die Ergebnisse der Schiiler, so stellt man fest, [ il ,
dass die Note 4 nur einmal, die Noten 5 und 10 jeweils zweimal, 6+ |
die Noten 6 und 9 viermal usw. vorkommen. Die Zahl, die angibt, 5 e
wie oft eine Note in den Klassenergebnissen vorkommt, wird als Al _|q
Haufigkeit bezeichnet. 3l
Wir stellen die Ergebnisse wie in Abbildung 8 dar. P
Verbindet man die Ergebnisse nach Strecken, erhalt man ein 21 A A
Polygon, das sogenannte Haufigkeitspolygon. 1 ; P
I N R R B T >
Ol 45 6 7 8 9 10 Note
Abbildung 8
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Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

1. Das Diagramm in Abbildung 9 zeigt die von  Entfernung [ zuriickgelegte
sechs Laufern wihrend einer einstindigen K™ 1 Entfernung (in km)
Trainingseinheit zurlickgelegten Strecken. R I [
a. Wie viele Kilometer hat Rares zurlick- [T 7777 T T gy e

gelegt? Was ist mit Vlad? [CENEE DR B AR
b. Welcher Laufer hat die meisten Kilome-
ter zuriickgelegt? 12 1

c. Wie viele Kilometer hat Tudor mehr

zurlickgelegt als Andrei? LUl | e | B 2 e

Lesung: !Bt PP 0
a. Dem Diagramm zufolge legte Rares 10
Kilometer und Vlad 15 Kilometer zurick.

b. Tudor hat die meisten Kilometer zuriick-
gelegt, 16.

c. Andrei legte 9 Kilometer zurlck, Tudor
16 Kilometer.
16 -9 ="7. Tudor hat also 7 Kilometer
mehr zurtickgelegt als Andrei.

Tudor Rares Andrei Bogdan Vlad

Abbildung 9

Tonut

2. Abbildung 10 zeigt die Verteilung der 800 Schiiler einer Schule nach der Art ihres Schulweges.

a. Wie viel Prozent der Schiiler fahren mit dem Bus zur Schule?
b. Wie viele Schiiler gehen zu Fufs zur Schule?

Losung:
a. Die Gesamtzahl der Schiiler betragt 100 %. mit dem
Der Prozentsatz derjenigen, die mit dem Bus zur Schule fahren, Fahrrad e
betragt dann 100% — (30% + 20% + 15%) = 100% — 65% = 35%. 20% e
b. Die Anzahl der Schiiler, die zu Fufs zur Schule gehen, wird wie folgt
berechnet: zu Fuf3

15 %

15 % von 800 = 15 800=120.
100

3. Bei einem Radiosender wird eine Umfrage mit der Frage durchgefiihrt: mit dem Bus
Welches der folgenden Musikgenres hérst du am liebsten?
1. Popmusik; 2. Rock; 3. Klassische Musik; 4. Hip-Hop; 5. House;
6. Jazz; 7. Volksmusik; 8. Andere als die genannten?
Insgesamt haben 200 Personen an der Umfrage teilgenommen und
die folgenden Antworten gegeben:
Pop: 50 Personen; 2. Rock: 30 Personen; 3. Klassische Musik: 10 Personen; 4. Hip-Hop: 36 Personen;
5. House: 24 Personen; 6. Jazz: 10 Personen; 7. Volksmusik: 20 Personen; 8. Sonstiges: 20 Personen.

Abbildung 10

a. Wahlt eine geeignete Methode (Diagramm oder Grafik), um die Antworten so darzustellen, dass die von den
meisten Horern bevorzugte Musikrichtung hervorgehoben wird.

b. Wahlt eine geeignete Form (Diagramm oder Grafik), um die Antworten so darzustellen, dass der prozentuale
Anteil der von den meisten Zuhérern am meisten gehérten Musikrichtung ersichtlich wird.

c. Wahlt eine geeignete Form (Diagramm oder Grafik), um die Antworten so darzustellen, dass die Haufigkeit
der Antworten fiir jedes Musikgenre hervorgehoben wird.
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Losung:
Die bequemste Form der Darstellung ist in diesem Fall das Balkendiagramm (wie in Abbildung 11), da die
bevorzugte Musikrichtung, in diesem Fall Popmusik, sofort hervorgehoben wird:

Abbildung 11 A
50
[em
o
& 40
& 36 Anzahl der
@ 30 Antworten
S 24
;—"3 20
C
<

[
o

Musikgenre

Popmusik Rock Klassische Hip-hop  House Jazz Volksmusik Sonstige
Musik Musik

Um die Prozentsatze hervorzuheben, ist ein Tortendiagramm niitzlich, wie in Abbildung 12.

Abbildung 12 Bevorzugte Musikrichtung

M Popmusik

B Rock

B Klassische Musik
M Hip-hop

B Housemusik

W Jazz

B Volksmusik

B Sonstige Musik

Die Haufigkeit der Antworten wird durch eine Grafik, wie in Abbildung 13, besser verdeutlicht.

Abbildung 13 Anzahl der 4
Antworten
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Musikgenre

Popmusik Rock Klassische Hip-hop  House Jazz Volksmusik Sonstige
Musik Musik

Projekt ,,Vermesser in der Schule® @

Die Klasse wird in Gruppen von 3-4 Schiilern aufgeteilt.

Jede Gruppe misst vier Raume in der Schule aus.

Diese konnen ausgewahlt werden: Klassenraume, Bi- Halle 1 2 3 4
bliothek, Labore, Sporthalle usw. Die Gruppen einigen
sich zu Beginn auf die vier Raume.

Sobald die Raume ausgewahlt sind, entscheidet jede
Gruppe Uber ihren Materialbedarf, teilt die Aufgabenunter ~ Umfang (m)
den Mitgliedern auf und nimmt dann Messungen vor. Luft (m?)

Jede Gruppe muss die folgende Tabelle ausfiillen.

Lange (m)

Breite (m)
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Bewertung des Projekts

Sobald die Messungen abgeschlossen sind, prasentieren die Gruppen die Ergebnisse. Die Ergebnisse werden
verglichen, eventuelle Unterschiede werden analysiert und die Ergebnisse werden diskutiert.

Die Gruppe mit den meisten Abmessungen, die mit den tatsachlichen Raumgrdfsen lbereinstimmen, gewinnt.

Auf der Grundlage der aktuellen Ergebnisse kénnen Schatzungen flr die Umfange und Flachen anderer Raume
in der Schule vorgenommen werden.

Vorgeschlagene Aufgaben

Die folgende Tabelle zeigt die Verteilung der Schiiler einer Klasse nach ihrem Durchschnitt in Mathematik im
vorangegangenen Schuljahr.

Mittelnoten 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl der Schiiler 1 4 4 5 5 4 3

Fallt die Licken aus, sodass die Aussagen wahr sind.
Die Anzahl der Schiiler in dieser Klasse mit einem Durchschnitt von 8 ist gleich ... .
Die Anzahl der Schiiler in dieser Klasse mit einem Durchschnitt von mehr als 8 ist gleich ... .

Die Anzahl der Schiiler in dieser Klasse, die mindestens einen Notendurchschnitt von 6 und hochstens
einen Notendurchschnitt von 8 erreicht haben, entspricht ....

Die folgende Tabelle zeigt die Messungen, die an einer Wetterstation zur gleichen Zeit an jedem Tag einer
Marzwoche vorgenommen wurden:

Tag Montag Dienstag  Mittwoch Donnerstag  Freitag Samstag  Sonntag

Temperatur (°C) 13 11 9 10 13 16 12

Fallt die Licken aus, sodass die Aussagen wahr sind.
Die niedrigste in dieser Woche gemessene Temperatur betrug ... °C.
Der Unterschied zwischen der héchsten und der niedrigsten Temperatur betrug ... °C.
Die durchschnittliche Temperatur in dieser Woche betrug ... °C.

Das Diagramm in Abbildung 14 zeigt die Abhangigkeit zwischen der von einem Bus zurlickgelegten Strecke und
der Zeit, in der die Strecke zurtickgelegt wurde. Fiillt die Liicke aus, um eine wahre Aussage zu erhalten.

Die Entfernung, die der Bus in 90 Minuten zurlcklegt, betragt ... Kilometer.

Das Diagramm in Abbildung 15 zeigt die Verteilung der 400 Schiiler in einem Sportverein nach der Sportart,
fur die sie eingeschrieben sind.

Fullt die Lucken aus, sodass die Aussagen wahr sind.
Der Prozentsatz der Schiller, die Handball spielen, betragt ...%.
Die Zahl der fiir Basketball eingeschriebenen Schiiler betragt ... .

A Entfernung (km)
160"--======mn=mn- : Handball
120__ ---------- : i Fuﬁbau
| i i (40 %)
gop=f ||
1 P Basketball
o (25 %)
401t-4 1 1
/0 0 . Volleyball
L =Z§!t (15 %)
0| 30 60 90120 (Minuten)
Abbildung 14 Abbildung 15
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Ein Kilogramm Orangen kostet 4 Lei. Berechnet nun, wie viel Geld Dina zahlen miisste, wenn sie 2 kg, 4 kg,
5 kg, 9 kg, 15 kg bzw. 15 kg Apfel kaufen wollte. Fillt die Ergebnisse in die folgende Tabelle ein:

Masse (in kg) 1 2 4 5 9 15

Preis (Lei) 4

Ein Auto fahrt mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit von 90 Stundenkilometern. Fullt die folgende Tabelle ent-
sprechend dem Muster aus:

Zeit (Stunden) 1 2 4 8 12

Entfernung (km) 90 450 900 1350

Fillt die folgende Tabelle aus:

Seitenlange des gleichseitigen Dreiecks (cm) 3 5 9 18
Umfang des gleichseitigen Dreiecks (cm) 12 21 42 72
Das Diagramm in Abbildung 16 zeigt die Einnahmen eines Einnahmen )
Geschafts Uber zwei Halbjahreszeitraume. (Millionen Lei) M Elektronik )
! M Haushaltsgerate
Wie viele Millionen Lei hat das Geschaft laut Tabelle in der 80 B Lebensmittel
ersten Jahreshélfte mit dem Verkauf von Elektronikpro- 630 e .
dukten verdient? 4c5)0
In welchem Halbjahr hat das Geschéaft laut der Grafik 30

mehr Lebensmittel verkauft?

In welchem Halbjahr ist das Einkommen héher und um 0 | Semester I Semester I1
wie viel? Abbildung 16

Die Grafik in Abbildung 17 zeigt die Preisentwicklung einer Wohnung im Laufe eines Jahres.
Wie hoch ist der Preis der Wohnung am Ende des Jahres?
In welchen Monaten ist der Preis fiir die Wohnung gefallen?
In welchem Monat ist der Preis am starksten gesunken?
In welchen Monaten haben die Preise stagniert?

Abbildung 18 zeigt die monatlichen Gewinne und Verluste eines Unternehmens in der ersten Halfte eines
Jahres.

Seit wie vielen Monaten ist das Unternehmen in der Verlustzone?
Wie hoch ist der Gewinn in den ersten beiden Monaten?
Wie hoch ist der endgiiltige Gewinn nach sechs Monaten?

A Preis A Gewinn .
(Tausend Euro) (Millionen Lei)

L
30+4-----

20 f--mmme mmeemmee
101--

I'Febr.l Aqr. IJulni. -~

O] Jan. Marz Mai Monate

»
>

& Gewinn |
(Millionen Lei) Verlust
(Millionen Lei)
Abbildung 17 Abbildung 18
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Um Sportteams an einer Schule zu griinden, beantworten die Schiiler Fragebdgen (ber ihre Lieblingssport-
arten. Eine der Fragen lautet:

Welcher der folgenden Sportarten ist dein Lieblingssport: 1. Fusball; 2. Basketball; 3. Handball; 4. Andere
Sportart?

Die 30 Schiiler der Klasse 7A gaben folgende Antworten:

1. Fufsball — 12 Antworten; 2. Basketball — 9 Antworten; 3. Handball — 3 Antworten; 4. Andere Sport-
art — 6 Antworten.

Wahlt eine geeignete Methode (Diagramm oder Grafik), um die Antworten so darzustellen, dass die Lieb-
lingssportart der meisten Schiiler der Klasse 7A hervorgehoben wird.

Wabhlt eine geeignete Methode (Diagramm oder Grafik), um die Antworten so darzustellen, dass der Pro-
zentsatz der Lieblingssportart der meisten Schiiler der Klasse 7A hervorgehoben wird.

Wabhlt eine geeignete Form (Diagramm oder Grafik), um die Antworten so darzustellen, dass die Haufigkeit
der Antworten fiir jede Sportart hervorgehoben wird.

Stellt eine funktionale Abhangigkeit zwischen den Menschenmengen A = {Spanien, Tschechische Republik,
Mexiko, China, Australien, Brasilien} und B = {Europa, Asien, Australien, Nordamerika, SUdamerika} fest und
stellt diese durch ein Diagramm dar.

Betrachtet die funktionale Abhangigkeit x — y von der Menge A = {-1, 0, 1, 2, 3} zur Menge B= {0, 1, 2, 3, 4},
gegeben durch die Regel y = x + 1. Stellt die gegebene Abhangigkeit durch eine Tabelle, ein Diagramm und
eine Grafik dar.

Stellt eine funktionale Abhangigkeit zwischen den Mengen A= {1, 2, 3} und B= {3, 6, 9} fest und stellt die
Abhangigkeit in einem Diagramm dar.

Selbstbewertung
1. Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse, die die Schiiler einer Klasse bei einem Test erzielt haben:
Note 3 4 5 6 7 8 9 10
Anzahl der Schiiler 2 3 3 4 4 5 3 1
a. Wie viele Schilerinnen und Schiiler haben der Tabelle zufolge die Note 7 erhalten?
b. Wie viele Schiler haben laut Tabelle mindestens die Note 8 erreicht?
c. Wie hoch ist der Klassendurchschnitt bei diesem Test?

2. Das Diagramm in Abbildung 19 zeigt die Verteilung der 30 Schiiler einer achten Klasse nach ihrer Entscheidung

i

a.

ber die Fortsetzung ihres Studiums. Theoretische
Wie hoch ist der prozentuale Anteil der Schiiler, die sich fir die be- Au(%%l%ng
rufliche Fachrichtung entschieden haben?

. Wie hoch ist der Prozentsatz der Studenten, die sich fiir den techni- Technische
schen Zweig entschieden haben? Ausbildung

. Wie viele Studenten haben sich fir den theoretischen Studiengang Berufsausbildung
entschieden? (10 %)

Abbildung 19

3. Stellt eine funktionale Abhéngigkeit zwischen den Mengen A ={0, 1, 3} und B={2, 3, 5} fest und stellt die Ab-

h

angigkeit in einem Diagramm dar.



Wiederholung und Bewertung

Kartesisches Produkt zweier nicht leerer Mengen « Orthogonales Achsensystem « Punktdarstellung
in einem orthogonalen Achsensystem « Abstand zwischen zwei Punkten in der Ebene « Darstellung
funktionaler Abhangigkeiten durch Tabellen, Diagramme und Grafiken

Schreibt fiir die Ubungen 1-2 den Buchstaben, der der richtigen Antwort entspricht, in eure Hefte. Fiir die Ubun-
gen 3-11 schreibt die vollstandigen Losungen.

einer Schule in Bezug auf den Unterricht in moder-
nen Sprachen:

1. Wenn (x, 3) = (4, 3), dann ist x gleich:

a. 1; b. 2; c. 3; d. 4.
2. Wenn cardA =4, cardB=6, dann ist card(A x B) Spanisch: 10 Schiler
gleich: Italienisch
a. 10; b. 2; c. 24; d. -2.
3. Die Koordinaten des v A Englisch: gBagiﬁEﬁcrh:
Punktes P in der nachs- 48 Schiler
ten Abbildung sind: 37 Abbildung 21
a. P(2; 3); . ?P Fiillt die Liicke aus, sodass die Aussage wahr ist.
b. P(3; 3); 11 Die Zahl der Sechstklassler, die sich fiir das Fach
c. P(3;2); ; Italienisch entscheiden, liegt bei ... .
d. P(2;2). ol 1 2 3 x 8. Das folgende Diagramm zeigt die Verteilung der

Noten, die die Schiiler einer Klasse bei einem Test
erzielt haben:

4. Betrachtet die Tabelle:

Menge (kg) 2 3 4 A
Preis (Lei) 5 7,5 y U I
6 =+
Fullt die Licke aus, sodass die Aussage wahr ist. L 5+-----
Der Wertvony ist .... % 4
5. Die folgende Tabelle zeigt die Verteilung der Schii- & 3
ler in einer Klasse nach der Sportart, fur die sie in 2 - u
. . . Anzahl
einem Sportverein angemeldet sind: 1 der Schiiler
Sport Bal;selfl?t- Fulball Hggﬁ- Vct))lelle“y- "1 45 6 7 8 9 10 Hinweis
Welche der folgenden Aussagen ist richtig und
Anzahl welche ist falsch?
der 9 11 4 4
Schiiler a. 5 Schiiler b. 6 Schiiler c. Der Test
haben die haben die wurde von
Wenn man weif}, dass jeder Schiiler nur eine Note 8. Note 5. 28 Schilern
bestanden.

Sportart betreibt und dass es zwei Schiiler in der
Klasse gibt, die keinen Sport treiben, kann man die
Anzahl der Schiler in dieser Klasse bestimmen.

9. Betrachtet die Mengen A= {1, 2} und B={-1, 3}.
Berechnet A x Bund B x A.

6. Betrachtet das Diagramm in Abbil- 10. Betrachtet die Punkte A(0, 2), B(-2, 0), C(2, 0).

dung 20. Fillt die Lucke aus, sodass
die Aussage wabhr ist. Der hellere L
Teil entspricht =...% der Scheiben-

flache. Abbildung 20

7. Das Diagramm in Abbildung 21 zeigt die Entschei-
dungen von 100 Schiilern der sechsten Klasse

Beobachtungsbogen

a. Zeichnet die Punkte A, B und C auf ein orthogo-
nales Achsensystem.
b. Berechnet die Abstande AB, AC und BC.

11. Betrachtet die Punkte A(x, 1) und B(0, 4).

Bestimmt die reelle Zahl x, fiir die AB = 5.

» Ich war sehr daran interessiert, Neues Uber Losungsmethoden von Aufgaben zu lernen.
» Meine Teilnahme am Matheunterricht wurde von meinen Mitschilern und der Lehrkraft geschatzt.
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Das Viereck

1. Le ktion Konvexes Viereck. Die Winkelsumme im konvexen Viereck

2 . Le ktio 1] Das Parallelogramm. Eigenschaften

3. Le kti on Anwendungen des Parallelogramms in der Dreiecksgeometrie. Mittellinie in einem
Dreieck, Schwerpunkt eines Dreiecks

4. Lektion Das Rechteck. Eigenschaften

5. Lektion Der Rhombus. Eigenschaften
— " "
7. Lektion Das Trapez: Einteilung, Eigenschaften. Die Mittellinie im Trapez

. -
Wiederholung
und Bewertung
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Vierecke werden in der Grafik, der
Bildhauerei, bei Logos, Verpackungen, der
Computerprogrammierung und im Webdesign
verwendet. Diese geometrischen Figuren sind die
haufigsten Formen in der Architektur. Wir sehen
Vierecke in fast allen Zeitschriften und Zeitungen,
in der Form von Wohnzimmern und Hauswanden.
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1. Lektion: Konvexes Viereck. Die Winkelsumme im konvexen

Viereck
Schliisselworter
Vierecke konvex konkav Umfang Diagonale Eckpunkte

Konvexes Viereck

In den geometrischen Figuren 1-2 werden die verschiede-
nen Punkte A, B, Cund D bzw. E, F, G und H in dieser Reihenfolge
angenommen. Wir stellen fest, dass in jeder Abbildung drei der G
vier genannten Punkte nicht kollinear sind.
Aufserdem haben die Strecken AB und CD oder BC und DA bzw. B £
EF und GH oder FG und ER keinen gemeinsamen Punkt. Abbildung 1 Abbildung 2

Merke dir!

Die obigen geometrischen Figuren, die durch die Verbindung der Strecken AB, BC, CD und DA bzw. EF, FG, GH
und HE gebildet werden, werden als Vierecke bezeichnet und mit ABCD bzw. EFGH beschriftet.

C

Untersuche die geometrischen Figuren 3-5 und entscheide, ob ABCD ein Viereck ist.

A B A A
D
D
¢ B c B c D
Abbildung 3 Abbildung 4 Abbildung 5
Rechtfertigung und Antwort Ass B

In Abbildung 3 schneiden sich die Strecken BC und AD in einem inneren Punkt; in
Abbildung 4 sind die Punkte A, D und C kollinear, und in Abbildung 5 sind die Punkte
B, C und D kollinear.

Keine dieser geometrischen Figuren stellt also das Viereck ABCD dar. C
Wir stellen fest, dass wir mit den Punkten in Abbildung 3 das Viereck ABDC erhal- Abbildung 6
ten kdnnen (Abbildung 6).
@ Merke dir! 2 c

« Die Punkte A, B, C und D sind die Eckpunkte/Spitzen des Vierecks ABCD (Abbildung 7).
Die Punkte A und B werden als benachbarte Scheitelpunkte oder aufeinanderfolgende
Scheitelpunkte bezeichnet. Ebenso die Scheitelpunkte B und C, C und D bzw. A und
D. Die Spitzen A und C sowie B und D werden als gegenlberliegende Scheitelpunkte

bezeichnet. B
= Ein Viereck wird beschriftet, indem man die Buchstaben, die die vier Spitzen bezeichnen, Abbildung 7
in kreisformiger Reihenfolge hintereinander schreibt. So kann das Viereck ABCD auch als E

BCDA, CDAB, DABC, ADCB, DCBA, CBAD oder BADC beschriftet (gelesen) werden.
Definition. Ein Viereck, bei dem die Gerade, die durch zwei beliebige benachbarte Spit-

zen bestimmt wird, die beiden anderen Spitzen nicht trennt, heifst konvexes Viereck.
Im konvexen Viereck ABCD zum Beispiel trennt die Gerade AB die Spitzen C und D [z G

nicht: Die beiden Spitzen C und D liegen in derselben Halbebene, die durch die Gerade AB

bestimmt wird. Ebenso trennt die Gerade BC nicht die Spitzen A und D, die Gerade CD nicht

die Spitzen A und B und die Gerade AD nicht die Spitzen B und C. Abbildung 8

« Ein Viereck, das nicht konvex ist, nennt man ein konkaves Viereck. In dem konkaven Viereck EFGH in Abbildung
8 beispielsweise trennt die Gerade FG die Spitzen E und H. Die beiden Eckpunkte E und H liegen in gegentiber-
liegenden Halbebenen, die durch die Gerade FG bestimmt werden.




Merke dir!

In einem konvexen Viereck ABCD:

Die Strecke, die an zwei aufeinanderfolgenden Eckpunkten des Vierecks endet, wird als Seite bezeichnet. Die
Seiten des Vierecks ABCD sind AB, BC, CD und AD.

Zwei Seiten, die einen gemeinsamen Endpunkt haben, werden als aufeinanderfolgende Seiten bezeichnet. Wir
unterscheiden vier Paare von aufeinanderfolgenden Seiten: AB und BC, BC und CD, CD und AD bzw. AD und AB.
Zwei Seiten, die keine gemeinsamen Enden haben, werden als Gegenseiten bezeichnet. Wir unterscheiden zwei
Paare von gegentiberliegenden Seiten: AB und CD oder AD und BC.

Die Winkel BAD, ABC, BCD und ADC werden als Winkel des Vierecks bezeichnet. Die Scheitelpunkte dieser Win-
kel fallen mit den Eckpunkten des Vierecks zusammen. Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, konnen wir
diese Winkel auch als <A, B, %«C und <D bezeichnen.

Zwei Winkel, die eine Seite des Vierecks teilen, werden als anliegende oder benachbarte Winkel bezeichnet. Es
gibt vier Paare von anliegenden Winkeln: <A und «B, «B und <«C, <C und <D bzw. <D und <A.

Zwei Winkel, die keine Seiten des Vierecks teilen, werden als entgegengesetzte Winkel bezeichnet. Es gibt zwei
Paare von Gegenwinkeln: <A und <C oder <B und <D.

Die Strecke, die an zwei gegentuberliegenden Eckpunkten des Vierecks endet, wird Diagonale genannt.
Diagonalen sind die Strecken AC und BD.

In Abbildung 9 ist das konvexe Viereck MPST dargestellt. Uberpriift euren Wis-
sen anhand der nachstehenden Tabelle:

P
Abbildung 9
Gegeniiber- Aufeinander- Gegenliber- Gegenuber- . _
Begaict:t;rte liegende folgende liegende liegende fo/-l\ue]:cigeaaniiLel Diagonalen
P Spitzen Seiten Seiten Winkel g

MmitPund T MundS MPund PS MPundST <Mund <S <M mitxPund «T MS
PmitMundS PundT PSundST PSundMT «Pund «T <P mit <Mund %S TP
SmitPund T STund TM *S mit xPund «T

Tmit Sund M TM und MP <Tmit <Mund <S

Bemerkungen

ABCD sei ein Viereck.

Die Menge der Punkte in der Ebene, die durch die Strecken AB, BC, CD und DA begrenzt werden, wird als das
Innere des Vierecks ABCD bezeichnet und Int(ABCD) geschrieben.

Die Menge der Punkte in der Ebene, die weder zum Viereck noch zum Inneren des Vierecks ABCD gehoren,
heif3t das AuRere des Vierecks ABCD und wird Ext(ABCD) geschrieben.

B
A K

In Abbildung 10 gehdéren die Punkte: °H ]
A,B,C,D, K, L, Mzum Viereck ABCD,;

E, F, Gzum Inneren des Vierecks ABCD;
H, I, Jzum AuReren des Vierecks ABCD.

Abbildung 10

Bemerkungen

« In einem konvexen Viereck ABCD, in dem sich zwei

beliebige Punkte E und F befinden, ist die Strecke EF c
im Viereck enthalten (Abbildung 11).

« In einem konkaven Viereck HGJI gibt es mindestens
zwei verschiedene Punkte K und L, sodass die Stre- 5 G I
cke KL nicht im Viereck enthalten ist (Abbildung 12).

Abbildung 11 Abbildung 12

)



Die Winkelsumme im konvexen Viereck

Mathe im Alltag

Schneidet die Winkel des konvexen Vierecks in Abbil-
dung 13 aus und legt sie wie in Abbildung 14 an. Was
stellt ihr fest?

Antwort:

Wenn ihr das richtig gemacht habt, werdet ihr sehen,
dass die vier Winkel des konvexen Vierecks in Abbildung

13 zu Winkeln um einen Punkt in Abbildung 14 werden. Abbildung 13 Abbildung 14

Merke dir!

Lehrsatz. Die Winkelsumme eines konvexen Vierecks betragt 360°.

A /\p Voraussetzung:  ABCD ist ein konvexes Viereck.
\/ Schlussfolgerung: <A+ <B+ <C+ <D =360°.

B
Abbildung 15

Beweis:

Wir konstruieren die Diagonale AC des konvexen Vierecks ABCD (Abbildung 15). Diese bildet zwei Dreiecke,

ABC und ADC. Die Summe der Winkelmafse der Dreiecke ABC und ADC ist jeweils gleich 180°, sodass die Bezie-

hungen «BAC + <ABC + <ACB =180° (1) und «<DAC + <ADC + <ACD = 180° (2).

Addiert man die Gleichungen (1) und (2) Glied fiir Glied und verwendet die Eigenschaften der Addition, so
erhalt man: (XBAC + <DAC) + <ABC + (xACB + <ACD) + <ADC =360°,d. h., <A + <B + <C+ <D = 360°.

Geschichte der Mathematik

Das Wort Patrulater (Viereck) setzt sich aus zwei lateinischen Woértern zusammen: ,,quattuor® = vier und
Llatuseris® = Seite.

Das Wort Diagonale setzt sich aus zwei griechischen Wértern zusammen: ,,dia“ = durch und ,,gonia“ = Winkel.

Das Wort konvex kommt aus dem Lateinischen, wo ,,convexus® ausgebeult bedeutet; konkayv ist ebenfalls

lateinisch, wobei ,,concavus® ausgehdhlt bedeutet.

Konstruktion eines konvexen Vierecks unter bestimmten Bedingungen

Zeichnet ein konvexes Viereck ABCD mit <A =40°, <B=280°, <C=130° und bestimmt P
das Mafs des Winkels D. D

Losung;:

Wir konstruieren eine Strecke AB. Auf der Seite AB konstruieren wir, wie in Abbildung 16, C
den Winkel mit dem Scheitelpunkt in A mit dem Maf3 40° und den Winkel mit dem Scheitel-
punkt in B mit dem Mafs 80°. Die beiden anderen Schenkel des Winkels schneiden sich im
Punkt P. Wir wahlen einen Punkt C innerhalb der Strecke PB und konstruieren den Winkel
BCD mit dem Mafs 130°. Dies ergibt das konvexe Viereck ABCD. Das Maf5 des Winkels D ist
360° - 40°-80°-130°=110°.

A B
Abbildung 16

Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken
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1. Bestimmt die Mafse der Winkel A, B, C und D eines konvexen Vierecks, wenn bekannt 2 &
ist, dass sie direkt proportional zu den Zahlen 3, 5, 4 bzw. 6 sind (Abbildung 17).
Losung:
Die Mafie der Winkel A, B, C und D sind direkt proportional zu den Zahlen 3, 5, 4 bzw. 6.
Dannist<—A:<—B:<—C=<—D=<A+<B+<C+<D=3600:20°. A . B
3 5 4 6 3+5+4+6 18 Abbildung 17

Wir erhalten folgende Mafse: <A=3-20°=60° «B=5-20°=100° «C=4-20°=80°und <D =6-20°=120°.



VD
tenhalbierende in ABAC, also ist O der Mittelpunkt der Seite AC. Daraus

A
folgt, dass AC=2 - AO=8 cm, also AD=CD =AC =8 cm (da das Dreieck ACD ¢
gleichseitig ist). Abbildung 18
Mithilfe des Satzes von Pythagoras ergibt sich flir das Dreieck OAB, das ein
rechtwinkliges Dreieck in O ist, dass AB*=A0* + BO* = (4 cm)*+ (3 cm)*=2
5cm? also AB=5cm=BC.

Zusammengefasst: U,,,=AB+BC+CD+AD=5cm+5cm+8cm+8cm
=26 cm.

A
Es sei ABCD ein konvexes Viereck mit AB=BC und CD = AD. Zeigt, dass die B >D
C

Es sei ABCD ein konvexes Viereck mit AB=BC, AC~BD={0}, BD L AC,
AO=4cm und BO=3cm, und das gleichseitige Dreieck ACD. Bestimmt
den Umfang des Vierecks ABCD (Abbildung 18).

Losung: B <

Da AB=BC und BD 1 AC ist, folgt daraus, dass BO die entsprechende Hohe
der Grundlinie im gleichschenkligen Dreieck BAC ist. BO ist also auch Sei-

Diagonalen des Vierecks senkrecht zueinander stehen (Abbildung 19).
Beweis:

AB=BC=d(B,A)=d(B,C) (1) und CD=AD = d(D, C) =d(D, A) (2).

Aus den Beziehungen (1) und (2) = BD ist die Mittelsenkrechte der Diago-
nale AC= BD 1 AC.

Abbildung 19

Vorgeschlagene Aufgaben

Test < %‘/p
1. Sei das konvexe Viereck ABCD aus Abbildung 20. Gebt den Wahrheitswert A -
folgender Aussagen an. c
a. MPnABCD = &; b. Int(ABMD) U Int(BMCD) = Int(ABCD);
c. das Viereck AMPD ist konvex; d. das Viereck CBMD ist konkav. D N
2. In dem konvexen Viereck ABCD mit <A = 60° sind die MafRe der Winkel B, C und D Abbildung 20

. Sei das konvexe Viereck ABCD. Der Umfang des Dreiecks ABD betragt 25 cm und der Umfang des Dreiecks BCD

In dem konvexen Viereck ABCD ist <A =70° und «C = 120°. Bestimmt die Summe der Mafde der Winkel B und D.
Zeichnet ein konvexes Viereck ABCD mit <A =50°, «B=90°, <C=120°. Bestimmt das Mafs des Winkels D.
Bestimmt die Winkelmafse eines konvexen Vierecks, wenn bekannt ist, dass sie direkt proportional zu 3, 4, 5
und 6 sind.

Bestimmt die Winkelmafse eines konvexen Vierecks, wenn bekannt ist, dass sie umgekehrt proportional zu den
Zahlen 0,(3), 0,25, 0,5 und 0,1(6) sind.

In dem konvexen Viereck ABCD ist <A=2 - <B=3-4<C=4 - 4D. Bestimmt die Mafse der Winkel des Vierecks
ABCD.

Ein konvexes Viereck hat einen Winkel mit dem Mafs 60°. Bestimmt die Mafse der drei anderen Winkel des
Vierecks, wenn bekannt ist, dass sie durch aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen ausgedriickt werden.

Das konvexe Viereck ABCD hat AB+ BC + CD + DA =50 cm. Das Dreieck ABC hat einen Umfang von 38 cm.
Wenn bekannt ist, dass AC =15 cm, bestimmt den Umfang des Dreiecks ADC.

In dem konvexen Viereck ABCD sind die Winkel A und C kongruent. Die Winkelhalbierende des Winkels ADC
schneidet die Gerade AB in M und die Gerade BC in N. Beweist, dass das Dreieck BMN gleichschenklig ist.

Im konvexen Viereck ABCD sind AC L BD, <DAC=60°, «DBC=50° und AO=0C, wobei AC nBD={0}.
Bestimmt die Mafse der Winkel des Vierecks ABCD.

In dem konvexen Viereck ABCD ist das Mafs des Winkels B das arithmetische Mittel der Mafse der Winkel A
und C, und das Mafs des Winkels C ist das arithmetische Mittel der Mafse der Winkel B und D. Beweist, dass die
Winkel A und D supplementar sind.

direkt proportional zu den Zahlen 3, 5 und 7. Bestimmt die Mafse der Winkel B, C und D.

ist 27 cm. Bestimmt die Lange der Diagonale BD, wenn AB + BC + CD + DA =32 cm.
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2. Lektion: Das Parallelogramm. Eigenschaften

Schliisselworter

Parallelogramm Supplementwinkel Halbierung parallel

Das Parallelogramm

Analysieren wir das nebenstehende Foto, das die Kreuzungen von zwei
Strafsenbahnlinien zeigt. Wir bezeichnen die vier Kreuzungen mit A, B, C, D.

Was stellen wir fest?
Die gegeniiberliegenden Seiten des konvexen Vierecks ABCD sind paral-
lel (Abbildung 1).

Ein konvexes Viereck mit paarweise parallelen gegeniiber-
liegenden Seiten wird Parallelogramm genannt.

Dies entspricht der Definition: y ¢
Wenn ABCD ein Parallelogramm ist, dann ist ABCD ein konvexes Viereck
mit AB || CD und AD || BC;
Wenn ABCD ein konvexes Viereck ist, mit AB || CD und AD || BC, dann ist A %
ABCD ein Parallelogramm. Abbildung 1

Eigenschaften des Parallelogramms

Merke dir!

A. Eigenschaften der Seiten
Lehrsatz 1. In einem Parallelogramm sind die gegeniiberliegenden Seiten paarweise kongruent.

D c
Voraussetzung;: ABCD ist ein Parallelogramm
Schlussfolgerung: AB=CD
A B AD=BC
Abbildung 2

Beweis:

Nach der Definition haben wir AB || CD und AD || BC (Abbildung 2). Wir bemerken, dass:

4ADB = «CBD (innere Wechselwinkel, die von den parallelen Geraden AD und BC mit der Sekante BD gebildet
werden);

4ABD = «CDB (innere Wechselwinkel, die von den parallelen Geraden AB und CD mit der Sekante BD gebildet
werden).

Da DB = BD (gemeinsame Seite), folgern wir, dass AADB = ACBD (WSW-Fall), also AB = CD und AD = BC.

Kehrsatz 1: Wenn in einem konvexen Viereck die gegenliberliegenden Seiten paarweise kongruent sind, dann
ist das Viereck ein Parallelogramm.

Voraussetzung: ABCD ist ein konvexes Viereck

AB=CD
AD=BC

Schlussfolgerung: ABCD ist ein Parallelogramm

Beweis:

Wir vergleichen die Dreiecke ADB und CBD: Wir haben AB=CD, AD=BC und BD =BD (gemeinsame Seite)

(Abbildung 2). Daraus ergibt sich, AABD = ACDB (SSS-Fall ), also <ABD = <CDB und <ADB = «CBD.

Da ¥ABD und <CDB innere Wechselwinkel sind, die von den Geraden AB und CD mit der Sekante BD gebildet

werden, folgt daraus, dass AB || CD. In gleicher Weise sind <ADB und «CBD sinnere Wechselwinkel, die von

den Geraden AD und BC mit der Sekante BD gebildet werden, also AD || BC. Da AB || CD und AD || BC, ist das

Viereck ABCD ein Parallelogramm.
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Lehrsatz 2. Wenn in einem konvexen Viereck zwei gegeniiberliegende Seiten kongruent und parallel sind,
dann ist das Viereck ein Parallelogramm.

y ¢ Voraussetzung; ABCD ist ein konvexes Viereck.
AB=CD
AB || CD
A
Abbildung 3 5 Schlussfolgerung: ABCD ist ein Parallelogramm.

Beweis:

Wir konstruieren die Diagonale BD (Abbildung 3). Wir leiten ab, dass <ABD = <CDB ist, innere Wechselwinkel
gebildet von den parallelen Geraden AB und CD mit der Sekante BD. Wir vergleichen die Dreiecke ABD und CDB.
Da AB=CD, <ABD = «CDB und BD = DB (gemeinsame Seite), folgt daraus, dass AABD = ACDB (SWS-Fall). Wir
erhalten <ADB = <CBD, woraus folgt, dass AD || BC. Da wir auch AB || CD haben (aus der Voraussetzung), ist
das Viereck ABCD laut Definition ein Parallelogramm.

B. Eigenschaften der Winkel
Lehrsatz 3. In einem Parallelogramm sind die anliegenden Winkel supplementar.

D ©
Voraussetzung;: ABCD ist ein Parallelogramm.
Schlussfolgerung: <A+ <B=180°; «B+ «C=180°
A B *C+ <D=180° D+ <A=180°
Abbildung 4

Beweis: Da ABCD ein Parallelogramm ist, folgt daraus, dass AD || BC und AB || CD (Abbildung 4).

Die Winkel BAD und ABC, die durch die Parallelen AD und BC mit der Sekante AB gebildet werden, sind Innen-
winkel auf der gleichen Seite der Sekante, sie sind also supplementar. Also ist <BAD + <ABC =180°, d. h.,
<A+ £B=180°.

Ebenso sind <ABC und <BCD supplementar, da sie Winkel auf derselben Seite der Sekante BC an den Par-
allelen AB und CD sind, also «B+ «C=180°. In ahnlicher Weise wird gezeigt, dass <C+ <D =180° bzw.
<D + <A =180°.

Kehrsatz 3. Wenn in einem konvexen Viereck ein Winkel zu den beiden anliegenden Winkeln supplementar ist,

dann ist das Viereck ein Parallelogramm.

Voraussetzung;: Konvexes Viereck ABCD
<A+ £B=180°
<D+ A =180°

Schlussfolgerung: ABCD — Parallelogramm

Beweis: Die Winkel A und B sind Innenwinkel auf derselben Seite der Sekante, die durch die Geraden AD und
BC mit der Sekante AB gebildet werden, und dann ist AD || BC (Abbildung 4), also sind sie supplementér. Ebenso
sind die Winkel A und D supplementar als Innenwinkel auf derselben Seite der Sekante, die durch die Geraden AB
und CD mit der Sekante AD gebildet werden, und dann ist AB || CD.

DaAB || CD, AD || BC, ist das Viereck ABCD laut Definition ein Parallelogramm.

Lehrsatz 4. In einem Parallelogramm sind die gegenlberliegenden Winkel paarweise kongruent.

D c
Voraussetzung:  ABCD ist ein Parallelogramm.
Schlussfolgerung: <A=<xC
A B *B= <D
Abbildung 5

Beweis: Laut Lehrsatz 3 ist <A+ <B=180° und <%B+ <C=180°, also <A=«C=180° - «B. Daraus folgt:
<A = <C. In ahnlicher Weise folgt aus <B + «C=180° und <C + <D =180°, dass <B= «D.
Kehrsatz 4. Wenn in einem konvexen Viereck die gegenlberliegenden Winkel paarweise kongruent sind, dann
ist das Viereck ein Parallelogramm.
Voraussetzung: Konvexes Viereck ABCD
*A=xC
*<B= 4D
Schlussfolgerung: ABCD — Parallelogramm
Beweis: Da ABCD ein konvexes Viereck ist, folgt daraus, dass <A+ <B+ <C+ «D=360° Aus %C= <A

und <D= <B, ergibt sich 2-(xA+ <B)=360° also <A+ <B=180°(1). Da <D= <«B, haben wir auch
<A+ 4D =180° (2). Aus dem Kehrsatz 3 folgt, dass ABCD ein Parallelogramm ist.
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C. Eigenschaften der Diagonalen
Lehrsatz 5. In einem Parallelogramm haben die Diagonalen den gleichen Mittelpunkt.

D c
Voraussetzung: ABCD-Parallelogramm
o AC N BD={0}
A : B Schlussfolgerung: AO = CO; DO =BO
Abbildung 6

Beweis:
Im Parallelogramm ABCD (Abbildung 6) sind AD || BC und AD=BC, und <ADO = «CBO, weil sie innere
Wechselwinkel sind, die von den parallelen Geraden AD und BC mit der Sekante BD (1) gebildet werden,
AD =BC (2), und <DAO = «BCO, weil sie innere Wechselwinkel sind, die von den parallelen Geraden AD
und BC mit der Sekante AC (3) gebildet werden. Aus den Beziehungen (1), (2) und (3) ergibt sich nach dem
WSW-Kongruenzfall, dass AADO = ACBO, und dann AO = CO und DO = BO, was bedeutet, dass der Punkt O der
Mittelpunkt der beiden Diagonalen ist.
Kehrsatz 5: Wenn die Diagonalen eines konvexen Vierecks denselben Mittelpunkt haben, dann ist das Viereck
ein Parallelogramm.

Voraussetzung: konvexes Viereck ABCD

AC N BD={0}

AO = CO; DO =BO
Schlussfolgerung: ABCD- Parallelogramm
Beweis:
Da AO=CO, ¥AOB = «COD (Scheitelwinkel) und BO = DO, folgt daraus, dass AAOB = ACOD (SWS-Fall), also
4ABO = <CDO (Abbildung 6). Da <ABO und %CDO innere Wechselwinkel sind, die von den Geraden AB und CD
mit der Sekante BD gebildet werden, leiten wir ab, dass AB || CD.
Da A0 =CO, <AOD = «COB (Scheitelwinkel) und DO = BO sind, ergibt sich nach dem SWS-Kongruenzfall, dass
AAOD = ACOB und daraus <ADO = <CBO. Die kongruenten Winkel ADO und CBO sind innere Wechselwinkel, die
von den Geraden AD und BC mit der Sekante BD gebildet werden, und dann AD || BC.
DaAB || CD, AD || BC, ist das Viereck ABCD laut Definition ein Parallelogramm.

Symmetriezentrum

Es sei ABCD ein Parallelogramm und {O} = AC n BD. Weil AO = OC und
BO = 0D ist, folgern wir, dass das Symmetrische eines Scheitelpunkts
des Parallelogramms in Bezug auf den Punkt O der gegeniiberliegende
Scheitelpunkt ist. A

Die Frage lautet: Wenn ein Punkt auf einer Seite der Parallelen liegt, Abbildung 7E
wo liegt das Symmetrische dieses Punktes in Bezug auf O?

E sei ein beliebiger Punkt auf der Seite AB und £O n CD = {F} (Abbildung 7).

Da <EAO = <FCO (innere Wechselwinkel), AO=CO und <AOE = «COF (Scheitelwinkel), folgt daraus, dass
AAOE = ACOF (WSW-Fall), also OE = OF. Folglich ist der Punkt F symmetrisch zum Punkt E in Bezug auf den Punkt
0.

Sei G ein beliebiger Punkt auf der Seite AD und AD und GO N BC = {H} Mit der gleichen Argumentation zeigen
wir, dass der Punkt H das Symmetrische des Punktes G in Bezug auf den Punkt O ist. Da die Punkte E und G belie-
big gewahlt wurden, leiten wir ab, dass die Symmetrie eines jeden Punktes des Parallelogramms in Bezug auf den
Schnittpunkt der Diagonalen zum Parallelogramm gehort.

Merke dir!
Definition. Ein Punkt O ist das Symmetriezentrum einer geometrischen Figur F, wenn das Symmetrische
eines beliebigen Punktes der Figur F in Bezug auf den Punkt O auch ein Punkt von F ist.

Rechtfertigung einiger Eigenschaften durch Symmetrie

Das Symmetriezentrum eines Parallelogramms ist der Schnittpunkt seiner Diagonalen (auch Mittelpunkt des

Parallelogramms genannt).

e Da Fzum Punkt E in Bezug auf O und H zum Punkt G in Bezug auf O symmetrisch ist, ergibt sich aus den Angaben
in Abbildung 7, dass die Strecke HF zur Strecke EG in Bezug auf O symmetrisch ist. Da aufserdem OE = OF,
XEOG = <FOH und OG = OH, folgt daraus, dass AEOG = AFOH und dann EG = FH, was bedeutet, dass die zum
Symmetriezentrum des Parallelogramms symmetrischen Strecken kongruent sind. (1)
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« Aund C bzw. B und D sind symmetrisch in Bezug auf den Mittelpunkt O des Parallelogramms ABCD, und so ergibt
sich aus der Symmetrie die Eigenschaft, dass die Diagonalen des Parallelogramms denselben Mittelpunkt haben.

« Aund C bzw. B und D sind symmetrisch in Bezug auf den Punkt O, und dann sind die Seiten AB und CD bzw. AD
und BC symmetrisch in Bezug auf den Mittelpunkt O des Parallelogramms ABCD. Aus (1) folgt, dass AB=CD
und AD = BC sind, und so erhalten wir aufgrund der Symmetrie die Eigenschaft, dass gegenilberliegende Seiten
paarweise kongruent sind.

Haufige Arten, ein Parallelogramm zu konstruieren

1. Unter Verwendung des Kehrsatzes 5 2. Lehrsatz 2 anwenden

Wir zeichnen zwei verschiedene nicht kongruente Zeichne zwei kongruente und parallele Strecken.
Strecken, die denselben Mittelpunkt haben. Die Enden  Die Enden der beiden Strecken sind die Eckpunkte
der beiden Strecken sind die Eckpunkte eines Paralle-  eines Parallelogramms.
logramms.

Praktische Anwendung

Schneidet vier paarweise gleich lange Holzstabe und bohrt an beiden Enden a
jedes Stabes Locher. Bringt vier Nieten in den Lochern an und bildet ein Parallelo- /
@

gramm mit Gelenk, wie in Abbildung 8 dargestellt. Indem man zwei aufeinander-
folgende Stabe naher zusammen oder weiter auseinander bewegt, erhdlt man ein

neues Parallelogramm. Abbildung 8

Im Kreis C(O, r) ist die Sehne AC der Durchmesser, und B und D sind zwei innere

Punkte des Kreises, sodass AC n BD = {0} und OB = OD (Abbildung 9). Zeigt, dass ‘h

das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist. A C
Beweis: Die Sehne AC ist der Durchmesser des Kreises C(O, r) und dann OA = OC. ‘v
Weil OA=0C und OB = 0D, ist das Viereck ABCD ein Parallelogramm.

Man konstruiert eine Parallele zu BC durch den Scheitelpunkt A des Dreiecks i
ABC, die die Parallele durch den Punkt B bei AC in E schneidet. In der Halb- Abbul;lung‘) 5

ebene, die durch die Gerade BC und den Punkt A bestimmt wird, wird durch =
den Punkt C eine Parallele zu AB konstruiert, wobei ein Punkt D so gewahlt
wird, dass CD = AB (Abbildung 10). Zeigt, dass:

das Viereck AEBC ein Parallelogramm ist; b. die Punkte E, A und D kollinear sind.

Beweis: Abbildung 10
AE || BC und BE || AC. Laut Definition ist das Viereck AEBC ein Parallelogramm.
CD || ABund CD = AB, und dann ist das Viereck ABCD ein Parallelogramm (1).

Aus der Beziehung (1) folgt AD || BC. Punkt A ¢ BC, EA || BC, AD || BC, also fal-
len nach dem Parallelenaxiom die Geraden AE und AD zusammen. Die ver-
schiedenen Punkte E, A, D sind also kollinear.

Das Viereck ABCD in Abbildung 11 ist ein Parallelogramm mit AC ~ BD = {0}. Der

Punkt M ist der Mittelpunkt der Seite CD, der Punkt E ist symmetrisch zum Punkt A in

Bezug auf M, und die Punkte F und D sind symmetrisch zu Punkt A. Zeigt, dass:

AD || CE; <FDE = <FBE; die Geraden AC, BD und EF konkurrent sind. F

Beweis: Abbildung 11
Der Punkt E ist der Symmetriepunkt von A in Bezug auf M, also ist M der Mittelpunkt der Strecke AE. Da M auch
der Mittelpunkt der Strecke CD ist, ergibt sich, dass das Viereck ACED ein Parallelogramm ist, also AD || CE.

Da C ¢ AD, BC || AD und CE || AD ist, folgt aus dem Parallelenaxiom, dass die Geraden BC und CE zusam-
menfallen. Daher ist AD || BE und BE = BC + CE. Da CE=AD ist (da ACED ein Parallelogramm ist), ergibt sich
BE=BC+AD=2-AD.

Die Punkte F und D sind symmetrisch zum Punkt A, also ist FD =2 - AD = BE. Da FD = BE und FD || BE ist, fol-
gern wir, dass BEDF ein Parallelogramm ist und <FDE = <FBE.

Der Punkt O ist der Mittelpunkt der Diagonalen AC und BD des Parallelogramms ABCD. Da BD auch eine
Diagonale im Parallelogramm BEDF ist, folgt daraus, dass O auch der Mittelpunkt der anderen Diagonale
von BEDF, namlich EF, ist. Somit haben die Strecken AC, BD und EF denselben Mittelpunkt, O. Daher sind die
Geraden AC, BD und EF konkurrent.
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Vorgeschlagene Aufgaben

106

Konstruiert ein Parallelogramm ABCD, wenn bekannt ist, dass das Mafs des Winkels A gleich 30° ist.
Konstruiert ein Parallelogramm ABCD, wenn AC=4 cm und BD =6 cm.

Konstruiert ein Parallelogramm ABCD, AB =3 cm und BC=5 cm.

Konstruiert das Parallelogramm ABCD mit AB=4 cm, <A =70°und AC=5cm.

In dem Parallelogramm ABCD betragt das Mafs des Winkels ABC 50°. Bestimmt die Mafse der Winkel A, C
und D des Parallelogramms ABCD.

Im Parallelogramm ABCD ist das Mafs des Winkels BAD gleich 120°. Bestimmt die Mafse der Winkel B, C
und D des Parallelogramms ABCD.

Im Parallelogramm ABCD ist das Mafs des Winkels BAC gleich 20° und das Mafs des Winkels BCA ist gleich
50°. Bestimmt die Mafse der Winkel A, B, C und D des Parallelogramms ABCD.

Im Parallelogramm ABCD ist AC n BD = {0}, AB=10 cm, AC=12 cm und DB = 16 cm. Berechnet den Umfang
des Dreiecks DOC.

Es sei das Parallelogramm MNPQ mit MN=3x+2cm, NP=4x+1cm und PQ=5x—-2cm. Berechnet die
Summe der Langen der Seiten des Parallelogramms.

Im Parallelogramm MNPQ ist <M =2x+ 3° und <P =3x - 27°. Bestimmt die Mafse der Winkel des Parallelo-
gramms MNPQ.

Das konvexe Viereck ABCD hat <A =x+16°, <B=2x+2°, <«C = gx —11° und <D= %x —16°. Beweist, dass
das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist.

In der Abbildung 12 ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC dargestellt. Wenn die T A S
Punkte S und T symmetrische Punkte B und C in Bezug auf die Mittelpunkte
der Seiten AC bzw. AB sind, dann zeigt, dass die Punkte T, A, S kollinear sind.

Es sei das Parallelogramm ABCD. Die Winkelhalbierende des Winkels A
schneidet die Seite DC im Punkt P und die Winkelhalbierende des Winkels
BCD schneidet die Seite AB im Punkt Q. Zeigt, dass das Viereck APCQ ein
Parallelogramm ist.

Die Winkelhalbierenden der Winkel A und B des Parallelogramms ABCD D P C
schneiden sich auf der Seite CD im Punkt P (Abbildung 13). Bestimmt das
Mafs des Winkels APB.

Auf der Seite AB des Parallelogramms ABCD befindet sich der Punkt P und
auf der Seite DC der Punkt Q, sodass AP = QC ist. Beweist, dass das Viereck A . B
APCO ein Parallelogramm ist. Abbildung 13

Es sei das Parallelogramm ABCD, in dem AD = DB und der Punkt M der Mit-
telpunkt der Seite DC ist. Die Senkrechte aus C auf BD schneidet BM in P.
Beweist, dass die Geraden AD und DP senkrecht zueinander stehen.

Abbildung 12

Test

1.

Im Parallelogramm ABCD ist das Mafs des Winkels A gleich 40°. Bestimmt die Mafse der Winkel B, C und D des
Parallelogramms ABCD.

. Es sei das Parallelogramm ABCD und AC N BD = {0}. Gebt den Wahrheitswert der folgenden Aussagen an:

a. Wenn AB=2 cm und BC = 3 cm ist, dann ist der Umfang des Parallelogramms ABCD 5 cm.
b. Wenn AO=4 cm, BO="7 cm und DC =6 cm, dann ist der Umfang des Dreiecks AOB 17 cm.
c. Die Dreiecke AOD und COB sind kongruent.

d. Die Winkel BAC und DCA sind supplementar.

e. Wenn BD L AD, <BAD =30° und BD =6 cm, dann ist DC =3 cm.

f. Wenn AO = 0D = AD ist, dann ist das Mafs des Winkels ACB gleich 60°.

. Im Dreieck ABC ist der Punkt D der Mittelpunkt der Strecke BC. Die Parallele durch B zur Gerade AC schneidet

die Gerade AD im Punkt E. Beweist, dass das Viereck ABEC ein Parallelogramm ist.



3. Lektion: Anwendungen des Parallelogramms in der
Dreiecksgeometrie. Mittellinie in einem Dreieck, Schwerpunkt
eines Dreiecks

Schliisselworter

Mittelpunkt einer Strecke Mittellinie Schwerpunkt Seitenhalbierende  Konkurrenz parallel

Mittellinie eines Dreiecks

Merke dir! 4

Definition. Die Strecke, deren Enden in den Mittelpunkten der beiden Seiten eines

Dreiecks liegen, wird als Mittellinie des Dreiecks bezeichnet. M P
Jedes Dreieck hat drei Mittellinien. In Abbildung 1 sind die Punkte M, D und P die
Mittelpunkte der Seiten AB, BC bzw. AC des Dreiecks ABC. Die Strecken MD, DP und MP B D C
sind die drei Mittellinien des Dreiecks ABC. Abbildung 1
A

In Abbildung 2 ist das Dreieck ABC gleichseitig, und die Punkte M und P sind die Mit-
telpunkte der Seiten AB bzw. AC.
AABC ist gleichseitig und dann gilt AB=AC=BC und <A=4B=<xC=60°.

P
M

Die Punkte M und Psind die Mittelpunkte der Seiten AB bzw. AC, also AM = % AP = %

und, da AB = AC ist, folgern wir, dass AM = AP ist. ¢

Da AM = AP und <A = 60° ist, folgt daraus, dass das Dreieck AMP gleichseitig ist. Dann B Abbildung 2

ist xAMP = 60° und MP = AM :%:%.

Aus der Gleichheit der Mafse folgt, dass <AMP = <B und da sie Stufenwinkel sind, die von den Geraden MP und
BC mit der Sekante AB gebildet werden, leiten wir ab, dass MP || BC.

Da die Punkte M und P die Mittelpunkte der Seiten AB bzw. AC sind, ist die Strecke MP laut der Definition eine

Mittellinie im gleichseitigen Dreieck ABC. Sie hat die Eigenschaften MP || BC und MP =%.

Wir werden zeigen, dass diese Eigenschaften der Mittellinie, die im gleichseitigen Dreieck identifiziert wurden,
in jedem Dreieck gelten.

Merke dir!

Lehrsatz 1 (Eigenschaften der Mittellinie eines Dreiecks). In jedem Dreieck ist die Mittellinie, die durch die
beiden Seiten des Dreiecks bestimmt wird, parallel zur dritten Seite und halb so lang.

A
Voraussetzung: AABC
M N p AM=MB, M < AB
AN=NC, N € AC
Schlussfolgerung: MN || BC und MN = % .BC
Abbildung 3

Beweis:

Wir konstruieren den symmetrischen Punkt P des Punktes M in Bezug auf N. Der Punkt N ist der Mittelpunkt
sowohl der Strecke MP als auch der Strecke AC, also ist das Viereck AMCP ein Parallelogramm. Also ist CP || AM
und CP=AM.

Da CP =AM = MB ist, folgern wir, dass CP || MB und CP = MB ist, also ist BCPM ein Parallelogramm.

Daraus folgt: MP || BC und MP = BC. Da MP =2 - MN, erhalten wir MN || BC und MN :%-BC.
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Lehrsatz 2 (erster Kehrsatz von Lehrsatz 1). Wenn in einem Dreieck ABC der A
Punkt M der Mittelpunkt der Seite AB ist, und der Punkt N zur Seite AC gehort,
sodass MN || BC ist, dann ist N der Mittelpunkt der Seite AC.
Beweis:
Nehmen wir an, dass der Punkt N nicht der Mittelpunkt der Seite AC ist. Dann T
gibt es einen Punkt T = N, sodass der Punkt T der Mittelpunkt der Seite AC ist
(Abbildung 4). Die Strecke MT ist die Mittellinie im Dreieck ABC, also MT || BC. B c
Da MT || BCund MN || BC, sind, fallen die Geraden MN und MT zusammen. Da die Abbildung 4
Punkte N und T sowohl zur Seite AC als auch zur Parallele durch M zu BC geho-
ren, folgt daraus, dass T=N, also T = N.
Daher ist die Annahme falsch, dass der Punkt N der Mittelpunkt der Seite AC ist.

Lehrsatz 3 (zweiter Kehrsatz von Lehrsatz 1). Wenn in einem Dreieck ABC A
die Punkte M und N zu den Seiten AB bzw. AC gehoren, sodass MN || BC und

MN =%-BC , dann ist die Strecke MN die Mittellinie des Dreiecks ABC.

Beweis: M P
Wir verlangern die Strecke MN um die Strecke NP, sodass MN = NP (Abbil-

dung 5). Also ist MN =%-MP und da MN =%-BC ist, folgt daraus, dass MP = BC.

Da MP || BCund MP = BC, ist das Viereck BCPM ein Parallelogramm, also BM || CP 5 Abbildung 5 ¢

(d. h., AB || CP) und BM = CP.

Die Winkel AMP und CPN sind innere Wechselwinkel, die von den Parallelen AB und CP mit der Sekante MP
gebildet werden, sodass <AMN = <CPN.

Da <AMN = <CPN, MN = NP und <ANM = <CNP (Scheitelwinkel), folgt daraus, dass AAMN = ACPN (WSW), also
AN =CN und AM = CP. Aber BM = CP, also AM = BM.

Da AN =CN und AM = BM ist, folgt daraus, dass die Strecke MN eine Mittellinie im Dreieck ABC ist.

Schwerpunkt eines Dreiecks

Merke dir!

Lehrsatz 4. In jedem Dreieck fallen die Seitenhalbierenden in einem Punkt zusammen, den man den Schwer-
punkt des Dreiecks nennt.

Auf jeder Mittellinie liegt der Schwerpunkt zwei Drittel von der Spitze des Dreiecks und ein Drittel von der
gegenlberliegenden Seite entfernt.

Voraussetzung;: AABC,D € BC,E € CA,F € AB
DB=DC,EA=EC,FA=FB

Schlussfolgerung: AD N BE N CF = {G}

GD=E~AD, GE=1-BE, GF=ioCF
3 3 3

B

D
Abbildung 6

Beweis:

Wenn man annimmt, dass die Geraden BE und CF parallel sind, wiirde daraus folgen, dass die Winkel EBC und
FCB, die von BE und CF mit der Sekante BC gebildet werden, supplementar sind (als Winkel auf derselben Seite
der Sekante), was falsch ist, da <EBC + <FCB < <ABC + <ACB < 180° (Abbildung 6).

Folglich sind die Geraden BE und CF nicht parallel, sodass es einen Punkt G gibt, fiir den gilt: BE ~ CF = {G}.

Die Strecke EF ist die Mittellinie des Dreiecks ABC, also EF || BC und EF =%-BC.
M und N seien die Mittelpunkte der Strecken BG bzw. CG. Die Strecke MN ist die Mittellinie des Dreiecks GBC,
also MN || BCund MN =%-BC. Folglich ist EF || MN und EF = MN, also ist das Viereck EFMN ein Parallelogramm.

Wir leiten daraus ab, dass G der gemeinsame Mittelpunkt der Diagonalen ME und NF ist. Wir erhalten

BM = MG = GE bzw. CN = NG = GF, also GE=%~BE und GF=%~CF.
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4.3

Analog dazu wird gezeigt, dass sich die Seitenhalbierenden AD und BE in A

einem Punkt G’ schneiden, sodass G’E=%-BE und G’D=%'AD (Abbil-

7

dung 7). Da GE =G'E =%-BE, ergibt sich, dass die Punkte G und G’ zusam-

N>
3

menfallen, was zeigt, dass AD N BE n CF={G} und GD =%'AD.

D
Abbildung 7

Bemerkungen

1. Um den Schwerpunkt eines Dreiecks ABC zu konstruieren, genligt es, eine einzige Seitenhalbierende AM mit
M e BC, zu konstruieren und sie in drei kongruente Strecken zu unterteilen. Der Schwerpunkt liegt dann auf AM,
sodass AM=3 - GM ist.

2. Wenn ein Dreieck gleichseitig ist, dann fallt sein Schwerpunkt mit dem Mittelpunkt des Innenkreises des Drei-
ecks, mit dem Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks und dem Orthozentrum des Dreiecks zusammen.

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

In Abbildung 9 ist das Viereck ABCD konvex und die Punkte M, N, P und Q sind
die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD bzw. DA. Zeigt, dass das Viereck MNPQ ein
Parallelogramm ist.

Beweis: BD

Die Strecke MQ ist die Mittellinie des Dreiecks ABD, also MQ || BD und MQ = = Q).

A M B
Ebenso ist die Strecke NP die Mittellinie im Dreieck CBD, also NP || BD und NP = % 2). Abbildung 9

Aus (1) und (2) folgt, dass MQ || NP und MQ = NP, also ist das Viereck MNPQ ein Parallelogramm.

Das Viereck MNPQ ist auch als Varignon-Viereck bekannt, nach dem Mathema-
tiker Pierre Varignon, der diesen Beweis im Jahr 1731 veréffentlichte. Die Strecken MP und NQ werden als
Bimedianen des Vierecks ABCD bezeichnet.

Die Punkte M und N seien die Mittelpunkte der Seiten AB und CD des Par- D N c
allelogramms ABCD (Abbildung 10). Zeigt, dass AE = EF = FC ist, wobei
DMmAC={E}und BNmAC={F}. F
Beweis:

Das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm, also AB || CD und AB=CD

M B
Abbildung 10
(2). Da MB:%-AB und ND=%-CD ist, folgt daraus, dass MB = ND ist. £

Offensichtlich haben wir auch MB || ND, also ist das Viereck BNDM ein
Parallelogramm, und dann BN || DM. Insbesondere haben wir ME || BF
und NF || DE. Im Dreieck ABF ist der Punkt M der Mittelpunkt der Seite
AB, und ME || BF. Laut Lehrsatz 2 ist E der Mittelpunkt der Strecke AF,
also AE = EF. Im Dreieck CDE ist der Punkt N der Mittelpunkt der Seite
CD, und NF || DE und dann ist der Punkt F der Mittelpunkt der Strecke EC,
also EF = FC.

Da AE = EF und EF = FCist, ergibt sich AE = EF = FC.

Im Parallelogramm ABCD ist E der Mittelpunkt der Seite CD. Es sei AE N BC = {F}. F
Zeigt, dass der Punkt C der Mittelpunkt der Strecke BF ist (Abbildung 11).
Beweis:

Das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm, also AB || CD (1) und AB=CD (2). D E
Da der Punkt E die Mitte der Seite CD ist, gilt EC =% =%.

Die Beziehung (1) ist aquivalent zu EC || AB. Im Dreieck ABF ist EC || AB und B
AB Abbildung 11
EC = - Nach Lehrsatz 3 ist die Strecke EC die Mittellinie des Dreiecks ABF, also

ist der Punkt C der Mittelpunkt der Strecke BF.
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Vorgeschlagene Aufgaben

Im Dreieck ABC sind die Punkte M und P die Mittelpunkte der Seiten AB und AC.

Wenn MP =9 cm ist, dann berechnet die Lange der Seite BC.
Wenn BC =16 cm ist, dann berechnet die Lange der Mittellinie MP.
AQ ist der Mittelpunkt des Dreiecks ABC und MQ =7 cm. Berechnet die Lange der Seite AC.

Im Dreieck ABC sind die Punkte M, P und Q jeweils die Mittelpunkte der Seiten AB, BC und CA.

Der Umfang des Dreiecks ABC betragt 28 cm. Bestimmt den Umfang des Dreiecks MPQ.
Der Umfang des Dreiecks MPQ betragt 17 cm. Bestimmt den Umfang des Dreiecks ABC.

Es seien die Seitenhalbierenden MA, PB und QC des Dreiecks MPQ, die sich im Punkt G schneiden.

Wenn MA =12 cm ist, dann bestimmt die Langen der Strecken MG und GA.
Wenn PG =10 cm ist, dann bestimmt die Langen der Strecken GB und PB.
Wenn CG = 3 cm ist, dann bestimmt die Langen der Strecken GQ und CQ.

Im Parallelogramm ABCD ist der Punkt E der Mittelpunkt der Seite AB. F sei der Schnittpunkt der Geraden CE
und AD und AC ~ BD = {O}.
Zeigt, dass OE die Mittellinie des Dreiecks CAF ist. Zeigt, dass AO die Mittellinie des Dreiecks BDF ist.
Wenn CF N BD = {T}, dann beweist, dass der Punkt T der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist.

M und P seien die Mittelpunkte der Seiten AB und AC des Dreiecks ABC. Wenn D ein beliebiger Punkt auf der
Seite BC ist und AD n MP = {T}, dann beweist, dass AT = TD.

Auf den Seiten AB und AC des Dreiecks ABC seien die Punkte S, M € AB bzw. T, P € AC so, dass AM = MB,
AS=5SM, AP=PC, AT=TP und ST =6 cm. Bestimmt die Lange der Strecke BC.

Die Punkte M und P seien die Mittelpunkte der Seiten AB und AC des Dreiecks ABC. Wenn AB=6 cm,AC=8cm
und U,,.=23 cm, berechnet den Umfang des Vierecks MPCB. p 0

In Abbildung 12 liegt der Punkt O aufserhalb des Dreiecks ABC. Wir bezeichnen C
mit P und Q die Symmetrien des Punktes O in Bezug auf die Mittelpunkte der Sei-
ten AC und BC. Wenn die Punkte S und T die Mittelpunkte der Seiten AC und BC

sind, dann: S T
Zeigt, dass ST die Mittellinie des Dreiecks OPQ ist.
Beweist, dass das Viereck ABQP ein Parallelogramm ist. A \/ B
Im Parallelogramm ABCD ist AB=12 cm, BC =18 cm und AC n BD = {0}. Wenn Abb“dung({z

G,, G,, G, und G, die Schwerpunkte der Dreiecke AOB, BOC, COD, DOA bzw. DOA
sind, dann beweist, dass:

G,G,=12cmund G,G,=8 cm; das Viereck G,G,G,G, ein Parallelogramm ist.
Hinweis: Beweist, dass die Punkte G,, O, G, kollinear sind.

Es sei das Parallelogramm ABCD und AC n BD = {O}. Die Punkte M und P sind die Mittelpunkte der Strecken DC
und AB, und AM N BD = {T}, CP n BD = {S}. Wenn BD = 18 cm ist, dann berechnet die Lange der Strecke ST.

Die gleichseitigen kongruenten Dreiecke ABC und DCE seien so konstruiert, dass die Punkte A, C und E kollinear
und die Punkte B, C und D kollinear sind. Wenn der Punkt T der Mittelpunkt der Strecke BC und ET N AB = {S},

ist, zeigt, dass SB = % .

Tipp: Konstruiert den Punkt Q, den Mittelpunkt der Strecke AS.

Test

1. Im Dreieck ABC sind die Punkte S, T und Q die Mittelpunkte der Seiten AB, BC bzw. AC. Wenn AB=10cm,
ST=7 cmund BC =16 cm, dann bestimmt die Langen der Strecken TQ, AC bzw. SQ.

2. Es sei das Dreieck ABC und der Punkt D auf der Seite BC. Wenn die Punkte M, P und Q die Mittelpunkte der
Strecken AB, AD bzw. AC sind, dann beweist, dass die Punkte M, P und Q kollinear sind.

3. Wenn die Punkte A’, B’ und C’ die Mittelpunkte der Seiten BC, AC bzw. AB des Dreiecks ABC sind, dann beweist,
dass das Viereck A’'B'C’'B ein Parallelogramm ist.
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4. Lektion: Das Rechteck. Eigenschaften

Schliisselworter
Rechteck Breite Diagonale Senkrechte Lange rechte Winkel

Beachtet, dass die vier Klarglasscheiben des Aquariums im nebenstehenden Bild
wie Parallelogramme geformt sind. Aufierdem sind alle Winkel rechtwinklig. Auch
das Brett, die Wande, die Fenster, die Tir und der Buchdeckel haben die gleichen
Eigenschaften.

Merke dir! 2 6

Definition. Ein Parallelogramm mit einem rechten Winkel wird als Rechteck bezeichnet.

Dies entspricht der Definition:
« Wenn ABCD ein Parallelogramm mit einem rechten Winkel ist, dann ist ABCD ein Rechteck.

- Wenn ABCD ein Rechteck ist, dann ist ABCD ein Parallelogramm mit einem rechten Winkel A - ) B
(Abbildung 1). Abbildung 1
Wusstet ihr das? @

In der ruméanischen mathematischen Sprache wurde der Name Rechteck (dreptunghi) von Gheorghe Asachi,
dem Begrlinder der Bildung in der Moldau, eingeflhrt.

Eigenschaften eines Rechtecks

Merke dir!

Als Parallelogramm hat das Rechteck alle seine Eigenschaften:

- die gegenliberliegenden Seiten sind paarweise parallel und kongruent;

« die gegenuberliegenden Winkel sind paarweise kongruent und anliegende Winkel sind supplementar;

« die Diagonalen haben denselben Mittelpunkt.

Als eine besondere Form des Parallelogramms hat das Rechteck weitere Eigenschaften, die als charakteristi-
sche Eigenschaften bezeichnet werden

Lehrsatz 1. In einem Rechteck sind alle Winkel rechte Winkel.
Voraussetzung: ABCD ist ein Rechteck.
Schlussfolgerung: <A=<B=<C=<xD=90°

Beweis:

ABCD ist laut Definition ein Parallelogramm und hat einen rechten Winkel (Abbildung 1). Angenommen, zum
Beispiel, dass <A =90°.

Die anliegenden Winkel eines Parallelogramms sind supplementar, also <A + <B=180°, also <B =90°.

Die gegentiberliegenden Winkel eines Parallelogramms sind kongruent zueinander, also <C= <A und <D = ¥B.
Daher gilt: <A=¥B=<xC=<D=90°.

Kehrsatz 1. Wenn ein Viereck drei rechte Winkel hat, dann ist es ein Rechteck.

D @
O
Voraussetzung;: ABCD ist ein Viereck.
¥A=<%B=<3%C=90°
. 'y Schlussfolgerung: ABCD ist ein Rechteck.
Abbildung 2
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Beweis:

Da <A+ <B+ <C+ <D =360° <D =90°, also <A =<4B=<C=<D=90°. Daraus folgt: <A= <Cund ¥B= <D.
Als Viereck mit zwei kongruenten Winkeln ist ABCD ein Parallelogramm. Hat das Viereck ABCD auch einen rech-
ten Winkel, zum Beispiel <A = 90°, ist es ein Rechteck (Abbildung 2).

Lehrsatz 2. In einem Rechteck sind die Diagonalen kongruent.
D ©

Voraussetzung: ABCD ist ein Rechteck.
Schlussfolgerung: AC=BD

Abbildung 3

Beweis:
Man vergleicht die Dreiecke ABC und BAD (Abbildung 3). Wir haben <ABC = <BAD =90°, AB = BA (als gemein-

same Seite) und BC = AD (als gegenliberliegende Seiten im Rechteck). Wir leiten daraus ab, dass AABC = ABAD
(der Fall HK), also AC = BD.

Lehrsatz 2. Wenn die Diagonalen eines Parallelogramms kongruent sind, dann ist das Parallelogramm ein
Rechteck.
Voraussetzung: ABCD ist ein Rechteck.
AC=BD
Schlussfolgerung: ABCD ist ein Rechteck.

Beweis:

Man vergleicht die Dreiecke ABC und BAD (Abbildung 3). Wir haben AB = BA (als gemeinsame Seite), BC = AD
(als gegenliberliegende Seiten im Parallelogramm) und AC = BD (aus der Voraussetzung). Daraus folgt, dass
AABC = ABAD (SSS-Fall), also <ABC = <BAD.

Aber <ABC + <BAD =180°, weil die anliegenden Winkel eines Parallelogramms supplementar sind. Deshalb,
<XABC = <BAD =90°. Das Parallelogramm ABCD hat einen rechten Winkel, es ist also ein Rechteck.

Bemerkungen

1. Ein Rechteck hat zwei Symmetrieachsen, die die Mittellinien der gegenuberliegenden Seiten sind.
2. Der Schnittpunkt der Symmetrieachsen, der mit dem Schnittpunkt der Diagonalen des Rechtecks zusammen-
fallt, ist der Symmetriemittelpunkt des Rechtecks.
Betrachtet man also das Rechteck als die Menge der Punkte auf seinen Seiten und nimmt man M als einen
beliebigen Punkt des Rechtecks an, so ergibt sich Folgendes:
- die Symmetrie des Punktes M in Bezug auf die Mittelsenkrechte einer beliebigen
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Seite ist ein Punkt des Rechtecks; A ~G ¢
« die Symmetrie des Punktes M in Bezug auf den Schnittpunkt der Diagonalen : 4
gehort zum Rechteck. N
In Abbildung 4, zum Beispiel, liegt der Punkt E auf der Seite AD des Rechtecks i ’
ABCD. Die Symmetrie des Punktes E in Bezug auf den Mittelpunkt der Seite AB ist
der Punkt F auf der Seite BC, und die Symmetrie von E in Bezug auf den Symme- I3 D
triemittelpunkt O ist der Punkt G auf der Seite BC. Abbildung 4
Allgemeine Maglichkeiten zur Konstruktion eines Rechtecks
1. Unter Verwendung des Kehrsatzes 2 2. Verwendung eines rechtwinkligen Dreiecks
Wir zeichnen zwei verschiedene kongruente Stre- Durch die Scheitelpunkte der spitzen Winkel eines
cken, die denselben Mittelpunkt haben. rechtwinkligen Dreiecks ziehen wir Parallelen zu den
Die Enden der beiden Strecken sind die Eckpunkte  Schenkeln des Dreiecks.
eines Rechtecks. Der Schnittpunkt der Parallelen mit den drei Eck-

punkten des Dreiecks stellt die vier Eckpunkte des
Rechtecks dar.
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Das goldene Rechteck ist ein Rechteck, dessen Abmessungen
auf dem goldenen Schnitt beruhen (Abbildung 6). T a b

In Abbildung 6 ist L=a+ b und [=a. Der Goldene Schnitt ist 3 a+b
die erste irrationale Zahl, die in der Geschichte definiert und l
entdeckt wurde. Der Goldene Schnitt der Strecke a + b in Abbil- ) )

b a Abbildung 6 Abbildung 7
dung 7 wird erhalten, wenn arb_ 5 ist.
a

In einem Dreieck ABC ist der Punkt M der Mittelpunkt der Seite BC. Es sei MN L AB ¢
und MP L AC, mit N € AB und P € AC. Da wir wissen, dass BC =2 - AM ist, zeigen
wir, dass AM = NP.

Beweis: M

Aus der Voraussetzung ergibt sich, dass AM Seitenhalbierende im Dreieck ABC Big
ist. Da BC=2 - AM ist, ergibt sich, dass das Dreieck ABC in A rechtwinklig ist,

also «BAC=90° (Abbildung 8). Da MN 1L AB und MP L AC, folgt daraus, dass 5 H A
<MNA =90° und <MPA = 90°. Mit drei rechten Winkeln ist das Viereck APMN ein N
Rechteck und somit AM = NP. Abbildung 8

Im Kreis C(O, r), sind die Sehnen AC und BD Durchmesser. Zeigt, dass das Viereck
ABCD ein Rechteck ist.

Beweis:

Da AC und BD Durchmesser sind, ist der Mittelpunkt O des Kreises sowohl der
Mittelpunkt der Strecke AC als auch der Mittelpunkt der Strecke BD (Abbildung 9).
Folglich ist ABCD ein Parallelogramm. Da AC = BD = 2r ist, sind die Diagonalen des
Parallelogramms ABCD kongruent, also ist ABCD ein Rechteck.

Es sei das Parallelogramm ABCD mit <BAD=120°, AB=8cm und AD=4cm.
Die Winkelhalbierende des Winkels BAD schneidet die Geraden DC und BC in den
Punkten E bzw. F. Zeigt, dass das Viereck ACFD ein Rechteck ist.

Beweis:

Der Strahl AE ist die Winkelhalbierende des Winkels BAD, also
<BAF=120°:2=60°.

Im Parallelogramm ABCD sind die Winkel BAD und ABF supplementar, sodass
<BAD =120°, <ABF = 60° (Abbildung 10).

Aus der Vorausestzung ist AD || BC und BC=AD =4 cm. Da ¥BAF = <ABF = 60°,
ist das Dreieck ABF gleichseitig, also ist AF=BF=AB=8cm. Dann ist CF = BF —
BC=8cm—-4cm=4cm=AD. Da BC = CF ist, ist der Punkt C der Mittelpunkt der
Strecke BF, also ist AC Seitenhalbierende im gleichseitigen AABF. Daraus folgt,
dass AC auch die Hohe in AABF ist, also AC L BF, also <ACF=90°.DaAD || CFund
AD = CF ist, folgt, dass ACFD ein Parallelogramm ist. Da <ACF = 90° ist, folgern Abbildung 10
wir, dass ACFD ein Rechteck ist.

Der Punkt H ist das Orthozentrum des rechtwinkligen Dreiecks ABC, und die
Punkte M, N, P und Q sind die Mittelpunkte der Strecken AB, AH, CH bzw. BC. Zeigt,
dass das Viereck MNPQ ein Rechteck ist.

Beweis:

Die Strecke MQ ist Mittellinie in AABC, also ist MQ || AC und AC=2 - MQ (1). Die
Strecke NP ist Mittellinie in AAHC, also ist NP || AC und AC=2 - NP (2). Aus den
Beziehungen (1) und (2) folgt, dass das Viereck MNPQ ein Parallelogramm ist
(Abbildung 11). Da H das Orthozentrum des Dreiecks ABC ist, folgt daraus, dass
BH Hohe in AABC ist, also BH L AC. Aber NP || AC, also BH 1 NP. Wir haben auch
MN || BH, da MN Mittellinie im Dreieck ABH ist. Daraus folgt, dass MN L NP ist, also
<MNP =90°, woraus folgt, dass das Parallelogramm MNPQ ein Rechteck ist.

>

X

(o]

Abbildung 11
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Vorgeschlagene Aufgaben

114

Es sei das Rechteck MNPQ in Abbildung 12, MP ~ NQ = {A}. Gebt den Wahrheitswert der folgenden Aussagen
an:

Die Diagonalen des Rechtecks sind MP und NQ. M N
Die Strecken AM und AN sind kongruent.

Die Breiten des Rechtecks MNPQ sind NP und NA. %

IMPQ + <PNQ = 90°.

NA ist Seitenhalbierende im Dreieck MNP. Q Abbildung 12

Die Winkel <PMQ und <PNQ sind kongruent.
In dem Rechteck ABCD ist AC=5 cm. Berechnet 2 - AC+ 3 - BD.

Wenn die Lange der Diagonale AC des Rechtecks ABCD 7 cm betragt, berechnet die Lange der Strecke OD,
wobei AC N BD = {0}.

Es sei das Rechteck ABCD mit AB =10 cm und BC = 6 cm. Die Winkelhalbierende des Winkels <ABC schneidet
die Seite CD im Punkt M. Bestimmt die Lange der Strecke DM.

Im Rechteck ABCD ist <DOC =120°, {0} = AC n BD und BD = 8 cm. Berechnet den Umfang des Dreiecks BOC.

Es seien die Punkte M und N auf den Seiten AB und CD des Rechtecks ABCD so, dass MB = DN ist. Beweist,
dass das Viereck AMCN ein Parallelogramm ist.

Im Rechteck ABCD ist <ACD = 30°, und der Punkt E ist symmetrisch zu Punkt C in Bezug auf Punkt B. Beweist,
dass das Dreieck ACE gleichseitig ist.

Im konvexen Viereck ABCD liegen die Diagonalen senkrecht aufeinander und die Punkte M, N, P, Q sind die
Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD bzw. DA. Beweist, dass das Viereck MNPQ ein Rechteck ist.

Zeigt, dass die Fufspunkte der Senkrechten aus den Spitzen eines Rechtecks auf die Diagonalen des Recht-
ecks ein Rechteck bilden.

Beweist, dass die Winkelhalbierenden der Winkel eines Rechtecks die Eckpunkte eines Rechtecks auf den
Diagonalen des Rechtecks bestimmen.

Im Parallelogramm ABCD sind die Punkte E und F symmetrisch zu den Punkten D bzw. B in Bezug auf die
Gerade AC. Beweist, dass das Viereck DEBF ein Rechteck ist.

Die gleichseitigen Dreiecke ABM und BCP sind im Aufderen des Rechtecks ABCD konstruiert. Beweist, dass die
Strecken MD und AP kongruent sind.

Test

1.

Im Rechteck ABCD ist AC n BD = {O} und «BDC = 40°.
Bestimmt die Mafde der Winkel <ADB, «DOC und «BAC.

. Konstruiert die gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecke ABM und BCT, <M= <T=90° im Aufderen des

Rechtecks ABCD. Es ist bekannt, dass AB=10 cm und BC =6 cm.

a. Beweist, dass die Punkte M, B und T kollinear sind.

b. Zeigt, dass das Dreieck MDC gleichschenklig ist.

c. Berechnet den Abstand von Punkt M zur Gerade DC und den Abstand von Punkt T zur Gerade AD.
. Es sei das Rechteck ABCD. Wenn <ADB =60°, AH 1 BD, H € BD und DH =8 cm ist, dann berechnet die Lange

der Diagonale BD.



5. Lektion: Der Rhombus. Eigenschaften

Schliisselworter
Rhombus Winkelhalbierende Mittelsenkrechte senkrecht anliegend kongruent

Der Rhombus

Das Tischtuch auf dem nebenstehenden Bild ist mit traditionellen
rumanischen Motiven verziert. Bei den darauf dargestellten geome-
trischen Figuren handelt es sich um besondere Parallelogramme,
bei denen zwei beliebige anliegende Seiten kongruent sind.

Merke dir! D
Definition. Ein Parallelogramm mit zwei anliegenden kongruenten Sei- A C
ten wird als Rhombus bezeichnet.
Abbildung 1 stellt den Rhombus ABCD dar. B
Abbildung 1

Wusstest du das?

Das Wort Rhombus leitet sich von dem griechischen Wort ,,rhombos* her, das Brutzeln bedeutet.

Eigenschaften des Rhombus

Merke dir!

Da ein Rhombus ein Parallelogramm ist:
« sind die gegenliberliegenden Seiten paarweise parallel und kongruent;
« sind die gegentliberliegenden Winkel paarweise kongruent, und die anliegenden Winkel supplementar;
« haben die Diagonalen denselben Mittelpunkt.

Als besonderes Parallelogramm hat der Rhombus auch besondere Eigenschaften.

Lehrsatz 4. Alle Seiten des Rhombus sind kongruent.

Voraussetzung;: ABCD ist ein Rhombus.

Schlussfolgerung: AB=BC=CD=DA

Beweis:

Laut Definition hat der Rhombus zwei anliegende kongruente Seiten, z. B. AB = BC.

Da es sich um ein Parallelogramm handelt, sind die gegeniiberliegenden Seiten des Vierecks ABCD paarweise
kongruent, also AB = CD und BC = DA. Aus der Transitivitat der Kongruenz folgt, dass AB= BC = CD = DA.

Kehrsatz 1. Wenn in einem konvexen Viereck alle Seiten kongruent sind, dann ist es ein Rhombus.
Voraussetzung: ABCD ist ein konvexes Viereck.

AB=BC=CD=DA
Schlussfolgerung: ABCD ist ein Rhombus.
Beweis:
Da AB=CD und DA = BC ist, folgern wir, dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist. Aus zwei anliegenden
kongruenten Seiten, z. B. AB = BC, folgt, dass das Viereck ABCD ein Rhombus ist.

Lehrsatz 2. Die Diagonalen des Rhombus stehen senkrecht zueinander.

A-/L\C Voraussetzung:  ABCD ist Rhombus.
-\l/ Schlussfolgerung: AC L BD

B
Abbildung 2
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Beweis:

Wir bezeichnen AC n BD = {0} (siehe Abbildung 2). Da ABCD ein Rhombus ist, folgt daraus, dass AB=AD ist,
sodass das Dreieck ABD gleichschenklig ist mit der Grundlinie BD. Da der Punkt O der Mittelpunkt der Diago-
nale BD ist, folgt daraus, dass AO die Seitenhalbierende im gleichschenkligen Dreieck ABD ist, also auch die
Hohe. Daraus folgt, dass AO L BD ist, d. h., AC L BD.

Kehrsatz 2. Wenn in einem Parallelogramm die Diagonalen senkrecht zueinander sind, dann ist es ein Rhombus.
Voraussetzung: ABCD ist ein Parallelogramm.

AC 1 BD
Schlussfolgerung: ABCD ist ein Rhombus.

Beweis:

DaAC n BD = {0} und ABCD ein Parallelogramm ist, folgt daraus, dass O der Mittelpunkt der Diagonalen BD ist,
also AO Seitenhalbierende des Dreiecks ABD (1) ist.

Aus der Voraussetzung, da AC L BD ist, folgt, dass AO L BD ist, also ist AO auch die Hohe im Dreieck ABD (2).
Aus den Beziehungen (1) und (2) ergibt sich, dass das Dreieck ABD gleichschenklig mit der Grundlinie BD ist
und dass AB = AD ist. Somit hat das Parallelogramm ABCD zwei anliegende kongruente Seiten und ist laut Defi-
nition ein Rhombus.

Lehrsatz 3. In einem Rhombus sind die Diagonalen die Winkelhalbierenden der Winkel.
Voraussetzung;: ABCD ist ein Rhombus.
Schlussfolgerung: <BAC= <DAC, <BCA = <DCA

<*ABD = «CBD, <ADB = <CDB

Beweis:

In den Dreiecken ABC und ADC haben wir AB=AD und BC=DC (aus den Eigenschaften des Rhombus)
sowie AC=AC (als gemeinsame Seite). Daraus ergibt sich AABC=AADC (SSS-Fall), also <BAC = <DAC und
XBCA = <DCA.

In ahnlicher Weise wird gezeigt, dass AABD = ACBD (SSS-Fall), also <ABD = <CBD und <ADB = «CDB.

Kehrsatz 3. Wenn in einem Parallelogramm eine Diagonale die Winkelhalbierende eines Winkels ist, dann ist

es ein Rhombus.

M\ Voraussetzung: ABCD ist ein Parallelogramm.
A\‘/C AC ist die Winkelhalbierende des Winkels BAD.
Schlussfolgerung: ABCD ist ein Rhombus.

B
Abbildung 3

Beweis:

Aus AB || CD folgt, dass «BAC = <ACD, innere Wechselwinkel. Aus AD || BC folgt, dass <DAC= <ACB. Da
¥BAC = <DAC (wie angenommen) ist, folgt daraus, dass <ACB = <ACD.

In den Dreiecken BAC und DAC haben wir «BAC = <DAC, AC=AC und <ACB= <ACD. Daraus folgt, dass
AABC = AADC (WSW-Fall), also AB = AD. Das Parallelogramm ABCD hat also zwei anliegende kongruente Seiten
und ist somit ein Rhombus (Abbildung 3).

Wir wollen einen Innenhof mit Pflastersteinen in der gleichen Rhombusform wie in Abbildung 4 belegen. Die

Pflastersteine sind in Dreiergruppen angeordnet, wie in Abbildung 5 dargestellt. Messt den Winkel BPD.

e R e : A B

\ 4l E D
Abbildung 4 Abbildung 5
Hinweis. Die kongruenten Winkel BPF, BPD und DPF sind Winkel um den Punkt P.



Haufige Arten, einen Rhombus zu konstruieren

1. Unter Verwendung des Kehrsatzes 2
Wir zeichnen zwei nicht kongruente Strecken, die den gleichen Mittelpunkt haben, und lassen das Mafs des Winkels
zwischen den beiden Strecken 90° sein. Die vier Enden der beiden Strecken sind die Scheitelpunkte des Rhombus.

2. Unter Verwendung eines gleichschenkligen Dreiecks

Wir zeichnen ein gleichschenkliges Dreieck, das kein rechtwinkliges Dreieck ist: seine Eckpunkte sind drei der
Eckpunkte des Rhombus. Wir konstruieren den Symmetriepunkt des der Grundlinie gegeniiberliegenden Schei-
telpunkts in Bezug auf die Grundlinie und erhalten so den vierten Scheitelpunkt des Rhombus.

Bemerkungen

A
1. Ein Rhombus hat zwei Symmetrieachsen, die Diagonalen des Rhombus.
2. Der Schnittpunkt der Diagonalen des Rhombus (d. h. der Schnittpunkt der Symmetrie-
achsen) ist der Symmetriemittelpunkt des Rhombus.
Betrachtet man den Rhombus als die Menge der Punkte auf seinen Seiten, so ergibt sich E G
D 0 B
F
C

daraus, dass:

« der symmetrische Punkt eines Punktes des Rhombus in Bezug auf jedwelche seiner Dia-
gonalen auch ein Punkt des Rhombus ist;

« der symmetrische Punkt eines Punktes des Rhombus in Bezug auf den Schnittpunkt der

Diagonalen zum Rhombus gehort.

In Abbildung 6, zum Beispiel, liegt der Punkt E auf der Seite AD des Rhombus ABCD.
Der symmetrische Punkt von E in Bezug auf AC (die Symmetrieachse des Rhombus) ist der
Punkt G auf der Seite AB, und der symmetrische Punkt von E in Bezug auf das Symmetrie-
zentrum O ist der Punkt F auf der Seite BC.

Abbildung 6

Praktische Anwendung
Zeichnet einen Rhombus auf ein Blatt Papier und beschriftet ihn mit ABCD. Konstruiert die Diagonalen und
markiert ihren Schnittpunkt mit O. Schneidet die vier rechtwinkligen Dreiecke AOB, BOC, COD und DOA aus.
Konstruiert aus den vier Dreiecken ein Rechteck und ein Parallelogramm.

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Die Punkte A, B, D, C geh6ren zum Kreis C(O, r), und zwar in dieser Reihenfolge, L

sodass die Punkte A und D diametral entgegengesetzt liegen und die Gerade

BC die Mittelsenkrechte des Radius OA ist. Zeigt, dass das Viereck ABOC ein B c
Rhombus ist.

Beweis: 0

Da A und D diametral entgegengesetzte Punkte sind, ist AD der Durchmesser,

sodass der Mittelpunkt O des Kreises zur Strecke AD gehort. Die Strecken OB

und OC sind Radien, also OB = OC (Abbildung 7). D

Da die Gerade BC die Mittelsenkrechte des Strahls OA ist, folgt daraus, dass Abbildung 7

d(B, A) =d(B, 0), d. h., BA=B0, bzw. d(C, A) =d(C, 0), d. h., CA=CO. Folglich

ist AB=0B = 0C = CA, sodass das Viereck ABOC Rhombus ist.

Bezeichnetim Rechteck ABCD mit E, F, G und H die Mittelpunkte der Seiten AB, A E B
BC, CD bzw. DA.

Zeigt, dass das Viereck EFGH ein Rhombus ist.

Beweis: H F

Die Strecke EH ist Mittellinie im Dreieck ABD, und die Strecke FG ist Mittellinie
im Dreieck BCD (Abbildung 8). Daraus folgt, dass HE || BD und BD = 2 - HE bzw.
FG || BD und BD =2 - FG. Durch Transitivitat ist HE || FG bzw. HE = FG sodass D .G ¢
das Viereck EFGH ein Parallelogramm ist. Al E
Die Strecke EF ist Mittellinie im Dreieck ABC; daher ist AC=2 - EF. Das Viereck ABCD ist ein Rechteck, also
AC=BD.DaBD=2-HEund AC=2 : EFist, folgern wir, dass EF = HE, also EFGH ein Rhombus ist.
Der Winkel A des Rhombus ABCD betragt 60°. Aus dem Punkt D konstruiert man DE 1 BC, E € BC, und verlan-
gert sie durch eine zu DE kongruente Strecke EF. Zeigt, dass:

das Viereck BFCD ein Rhombus ist;

die Punkte A, B und F kollinear sind.
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Beweis:

D

Da BC=CD und «BCD = «BAD = 60° ist, folgern wir, dass das Dreieck BCD

gleichseitig ist (Abbildung 9). Aus der Voraussetzung ergibt sich DE | BC,

d. h., DE ist Hohe und damit auch Seitenhalbierende im gleichseitigen Drei- A €
B

eck BCD. Daraus folgt: BE = EC. Weil EF = DE und BE = EC ist, folgt daraus,
dass das Viereck BFCD ein Parallelogramm ist, und da DF 1 BC ist, folgern
wir, dass es ein Rhombus ist.

Da BFCD ein Rhombus ist, haben wir BF || CD. Da BA || CD und B ein Punkt
aufderhalb der Gerade CD ist, folgt aus dem Parallelenaxiom, dass die Gera-

) - ) Abbildung 9 F
den BA und BF zusammenfallen und die Punkte A, B und F kollinear sind.

Im Dreieck ABC, rechtwinklig in A, mit <C=30° ist AD Hohe, D € BC.
Die Gerade EF ist die Mittelsenkrechte der Seite BC, mit F € AC und E € BC,
und AD N BF = {H}.

Zeigt, dass der Strahl BF die Winkelhalbierende des Winkels ABE ist. A
Beweist, dass das Viereck AHEF ein Rhombus ist. 42
F
Beweis: »

Die Gerade EF ist die Mittelsenkrechte der Seite BC = d(F, B) =d(F, C) =

= FB=FC = AFBC ist gleichschenklig mit der Grundlinie BC = <FBC= <C

= <FBC = %C=30° (Abbildung 10). B D El C
AABC ist rechtwinklig in A, mit <C=30°, also <ABC=60°. Dann ist Abbildung 10

<ABF =60° —30°=30°=<FBC, d. h., der Strahl BF ist die Winkelhalbie-

rende des Winkels ABE (1).

Da AABC in A rechtwinklig ist, mit «C=30°, folgt daraus, dass BC=2 - AB ist, und da EF die Mittelsenkrechte
der Seite BC ist, folgt daraus, dass der Punkt E der Mittelpunkt der Seite BC ist, was BC = 2 - BE bedeutet. Aus
den Beziehungen BC=2 - ABund BC =2 - BE ergibt sich AB = BE und folglich ist das Dreieck ABE gleichschenk-
lig. Da der Winkel ABC 60° betragt, ist das Dreieck ABE gleichseitig. Da die Winkelhalbierende BF die Winkel-
halbierende im gleichseitigen Dreieck ABE ist, folgt daraus, dass BF die Hohe in diesem Dreieck ist und somit
BF 1 AE. Im Dreieck ABC ist AD die Hohe und somit AD 1 BC, was AD L BE entspricht, was bedeutet, dass AD
auch die Hohe im Dreieck ABE ist. Im AABE sind AD und BF Hhen, AD n BF = {H}, und dann ist der Punkt H das
Orthozentrum des Dreiecks ABE. EH ist also die dritte Hohe des Dreiecks ABE und EH L AB.

DaEH 1L ABundAC 1 AB, EH || AF. Die Gerade EF ist Seitenhalbierende der Seite BC, also EF 1 BC. Aus EF L BC
und AD L BC folgt, dass EF || AH. Im Viereck AHEF ist EH || AF, EF || AH, woraus wir ableiten, dass AHEF ein
Parallelogramm ist, und da BF 1 AE, folgt, dass das Viereck AHEF ein Rhombus ist.

Vorgeschlagene Aufgaben

118

Nennt Beispiele flir Rhomben, die ihr im Alltag antrefft (auf dem Schulweg, im Klassenzimmer, auf dem Schul-
hof, zu Hause usw.).

Sei der Rhombus ABCD in Abbildung 11, AC n BD = {O}. Gebt den Wahrheitswert A
der folgenden Aussagen an:
<AOD =90°;
das Dreieck ADC ist gleichschenklig;
die Gerade BD ist nicht Mittelsenkrechte der Strecke AC; D 0 B

das Dreieck AOD ist gleichseitig;
der Punkt C liegt auf der Mittelsenkrechten der Strecke BD;
<DCO + <ABD > 90°.

In dem Rhombus ABCD ist AC n BD = {0} und %BAC = 40°. Bestimmt die Mafie C
der Winkel BAD, ADC, DBC, DOC, ACB. Abbildung 11

Die Seitenlange des Rhombus ABCD ist gleich 9 cm. Berechnet die Lange der Diagonale BD, wenn bekannt ist,
dass <ABC=120° ist.

Sei der Rhombus ABCD, AC n BD = {0}, sodass der Abstand zwischen dem Punkt O und der Gerade AB gleich
7 cm ist. Berechnet den Abstand zwischen dem Punkt D und der Gerade AB.




Sei das gleichseitige Dreieck ABC in Abbildung 12. Die Punkte D, E und F sind die A
Mittelpunkte der Seiten AB, BC und AC.

Zeigt, dass das Viereck ADEF Rhombus ist.
Identifiziert die anderen Rhomben in der Abbildung und begriindet eure Antwort. D F

In dem Rhombus ABCD ist AC » BD = {0}, «BAC =30° und DO =8 cm.
Berechnet die Summe der Langen der Seiten des Rhombus ABCD.

B E
Bestimmt den Abstand zwischen dem Punkt D und der Gerade AB. Abbildung 12

Sei das Rechteck ABCD, AC n BD = {0}. Der Punkt M sei der Symmetriepunkt von
O in Bezug auf AD. Beweist, dass:

das Viereck AODM ein Rhombus ist;

das Viereck ABOM ein Parallelogramm ist.

O

Die Seitenlange eines Rhombus betragt 6,25 cm. Der Umfang eines Rechtecks ist das Doppelte der Summe
der Seitenlangen dieses Rhombus.

Zeigt, dass der Umfang des Rechtecks gleich 50 cm ist.
Bestimmt die Abmessungen des Rechtecks, wobei die Breite ein Viertel der Lange betragt.
Im rechtwinkligen Dreieck ABC, <A =90°, ist der Punkt M der Mittelpunkt der Strecke BC. Die Parallele durch

A zur Gerade BC schneidet die Parallele durch B zur Gerade AM im Punkt N. Beweist, dass das Viereck AMBN
ein Rhombus ist.

Konstruiert auf den Seiten AD und DC eines Rhombus ABCD an der Aufienseite des Rhombus die gleichseiti-
gen Dreiecke ADF und ZUE.

Zeigt, dass die Dreiecke BDE und BDF kongruent sind.
Beweist, dass das Dreieck BEF gleichseitig ist.

Wenn man weif3, dass das arithmetische Mittel der Langen von drei aufeinanderfolgenden Seiten eines Paral-
lelogramms gleich der Lange der vierten Seite ist, beweist, dass das Parallelogramm ein Rhombus ist.

In dem Rhombus ABCD sind die Punkte E, F, G und H die Mittelpunkte der Seiten AB, BC, CD und DA. Beweist,
dass das Viereck EFGH ein Rechteck ist.

Sei der Rhombus ABCD mit <BAD = 60° und AC=12 cm.
Zeigt, dass der Abstand zwischen dem Punkt C und der Gerade AB 6 cm betragt.
Berechnet den Abstand von Punkt A zur Gerade BC.

Seien die Rhomben ABCD und ABEF so, dass die Winkel BAD und BAF kongruent sind, und die Punkte D und E
liegen auf beiden Seiten der Gerade AB. Beweist, dass die Geraden AB und CE senkrecht aufeinander stehen.

Sei das Parallelogramm ABCD, <A < 90°, und die Punkte M und Q auf den Winkelhalbierenden CB bzw. CD,
sodass «CAB = <MAB, <CAD = <QAD. Wenn AQ = AM, beweist, dass CQO = CM.

Test

1.

In dem Rhombus ABCD ist ACnBD = {0} und «BDC = 50°. Bestimmt die Mafte der Winkel <ADB, <DOC und
<BAC.

. Im Dreieck ABC schneidet die Winkelhalbierende des Winkels A die Seite BC im Punkt D. Es sei DE || AC, E € AB,

und DF || AB, F € AC. Beweist, dass AEDF ein Rhombus ist.

. Es sei der Rhombus ABCD mit «BAD = 30° und AB = 18 cm. Berechnet den Abstand vom Punkt A zur Gerade

BC.
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_ 4.6

6. Lektion: Das Quadrat. Eigenschaften

Schliisselworter
Quadrat Senkrechte Rhombus Symmetrie Winkelhalbierende Rechteck

Das Quadrat

Schaut euch das abstrakte Gemalde auf der nebenstehenden Abbildung an. Was
kénnt ihr Gber die Seitenlangen der Vierecke auf dem Gemalde sagen? Wie sieht es
mit den Mafden der Winkel aus?

Vergleicht diese Vierecke mit dem Rechteck und dem Rhombus.

@ Merke dir!
Definition. Ein Rechteck, das zwei anliegende kongruente Seiten hat, heifst Quadrat. Aus C
der Definition folgt, dass das Quadrat ein Parallelogramm ist, das zwei anliegende kongruente
Seiten und einen rechten Winkel hat, also ein Sonderfall des Rhombus ist; genauer gesagt, ist

das Quadrat der Rhombus mit einem rechten Winkel. Wir kdnnen also sagen, dass das kon-
vexe Viereck, das sowohl Rechteck als auch Rhombus ist, ein Quadrat ist. Also (Abbildung 1):
1. wenn ABCD ein Rechteck ist und AB = AD, dann ist ABCD Quadrat. As] B
2. wenn ABCD ein Rhombus ist und <A =90°, dann ist ABCD Quadrat. Abbildung 1

Wusstet ihr das?

In der ruméanischen mathematischen Terminologie wurde der Name Quadrat (pdtrat) 1821 von dem rumani-
schen Gelehrten Gheorghe Lazar, dem Begriinder des rumanischsprachigen Unterrichts in der Walachei, eingeflihrt.

Eigenschaften des Quadrats

Merke dir!
Da das Quadrat sowohl ein Rechteck als auch ein Rhombus (und damit auch ein Parallelogramm) ist, besitzt es
alle diese Eigenschaften:
P,: Das Quadrat hat parallele P,: Im Quadrat sind alle Seiten P.: Im Quadrat sind alle Winkel
gegentiberliegende Seiten. kongruent. rechte Winkel.
D C A ' B
A s n B
Al B D ‘ c pil e
ABCD ist Quadrat = AC || BD ABCD ist Quadrat = ABCD ist Quadrat =
und AD || BC = AB=BC=CD = DA. = <A=<B=<C=<xD=90°.
P,: Die Diagonalen des Quadrats P.: Die Diagonalen des Quadrats sind P,: Die Diagonalen des Quadrats
halbieren sich. die Winkelhalbierenden der Win- sind kongruent und stehen
kel des Quadrats. senkrecht aufeinander.
A
I! A B A B
D “ B
O
C D C D C
ADCB ist Quadrat = ABCD ist Quadrat = <BAC = <DAC, ABCD ist Quadrat = AC=BD
= A0=B0O=CO=D0. <ABD = <CBD. und AC L BD.
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Um zu beweisen, dass ein Viereck ein Quadrat ist, kdnnen wir die folgenden Aussagen verwenden:

Lehrsatz 1. Wenn ein Rechteck senkrechte Diagonalen hat, dann ist es ein Quadrat.

D C
Voraussetzung: ABCD ist ein Rechteck.
AC 1L BD
Schlussfolgerung: ABCD ist Quadrat.
Abbildung 2
Beweis:

Da ABCD ein Rechteck ist, folgern wir, dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist (Abbildung 2).
Das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm mit AC L BD, also ein Rhombus; also AB = AD.
Da ABCD ein Rechteck ist, mit AB =AD, ist ABCD laut Definition ein Quadrat.

Lehrsatz 2. Wenn in einem Rechteck eine Diagonale die Winkelhalbierende eines Winkels ist, dann ist es ein
Quadrat.

D C
Voraussetzung: ABCD ist ein Rechteck.
AC ist die Winkelhalbierende des Winkels BAD.
Schlussfolgerung: ABCD ist Quadrat.
Abbildung 3
Beweis:

Da es sich um ein Rechteck handelt, ist das Quadrat ABCD auch ein Parallelogramm (Abbildung 3). Da der
Strahl AC die Winkelhalbierende des Winkels BAD ist, folgt daraus, dass ABCD ein Rhombus ist, also AB = AD.
Im Rechteck ABCD ist AB = AD also ist ABCD laut Definition ein Quadrat.

Lehrsatz 3. Wenn ein Rhombus kongruente Diagonalen hat, dann ist er ein Quadrat.

D C
Voraussetzung;: ABCD ist Rhombus.
AC=BD
Schlussfolgerung: ABCD ist Quadrat.
Abbildung 4
Beweis:

Da es sich um einen Rhombus handelt, ist das Viereck ABCD ein Parallelogramm und AB = AD (Abbildung 4).
Das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm mit AC = BD und ist somit ein Rechteck.
ABCD ist also ein Rechteck mit AB = AD, und daraus folgt, dass ABCD ein Quadrat ist.

Das Symmetriezentrum. Symmetrieachsen des Quadrats

Das Quadrat ist ein besonderes Parallelogramm und hat als Symmetriezentrum den
Schnittpunkt der Diagonalen, d. h. den Punkt O.

Das Quadrat weist vier Symmetrieachsen auf: die Mittelsenkrechten seiner Seiten
und die Geraden, die die Diagonalen einschliefRen. Fir das Quadrat ABCD in Abbil- G H
dung 5 gilt: o)

die Mittelsenkrechten seiner Seiten (die Geraden EF und GH) sind Symmetrieach-
sen;
die Geraden AC und BD, die die Diagonalen einschliefsen, sind Symmetrieachsen.

A E B
Abbildung 5
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Haufige Arten, ein Quadrat zu konstruieren

1. Lehrsatz 1 anwenden

Zeichnet zwei kongruente Strecken, die denselben Mittelpunkt haben, sodass das Mafs des Winkels zwischen
den beiden Strecken 90° betragt.

Die vier Endpunkte der beiden Strecken sind die Eckpunkte des Quadrats.
2. Verwendung eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks

Zeichnet ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck: seine Eckpunkte sind drei der Eckpunkte des Quadrats.
Man konstruiert den Symmetriepunkt der Ecke, die der Grundlinie des gleichschenkligen Dreiecks gegenuber-
liegt, in Bezug auf diese und erhalt so die vierte Ecke des Quadrats.

Spiel

Das Tangram ist ein sehr altes Puzzlespiel, das auch als ,,magisches Quadrat” oder ,Sieben-Quadrat-Brett”
bekannt ist. Der Spieler verwendet sieben Teile — flinf gleichschenklige, rechtwinklige Dreiecke, ein Quadrat und
ein Parallelogramm —, um Hunderte von Figuren zu bilden. Bei der Herstellung der Figuren miissen sich die Teile
berihren, ohne sich zu tberlappen.

Bastelt euer eigenes Tangram aus Pappe oder Papier und versucht, Figuren wie die unten abgebildeten zu bilden.

iS5 etn
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Der Punkt I ist der Mittelpunkt des Innenkreises des Dreiecks ABC, das in A A
rechtwinklig ist, und ID 1 AC, IE 1 AB, mitD € ACund E € AB.

Zeigt, dass das Viereck ADIE ein Quadrat ist. E
Beweis:

Da der Punkt I der Mittelpunkt des Innenkreises des Dreieck ABC ist, folgt daraus,

dass der Strahl AI die Winkelhalbierende des Winkels BAC ist (Abbildung 6) (1). £ %
Das Dreieck ABC ist rechtwinklig in A, ID L AC, IE L AB, also ¥BAC = <ADI= Abbildung 6

= <AEI =90° und dann ist das Viereck ADIE ein Rechteck (2).

Aus den Beziehungen (1) und (2) ergibt sich, dass das Viereck ADIE ein Quadrat ist.

Auf den Seiten AB, BC, CD und DA des Quadrats ABCD seien die Punkte E, F, G A E B
bzw. H, sodass AE = BF = CG = DH gilt. Zeigt, dass die Geraden EG und FH senk-

recht zueinander stehen. H

Beweis:

DasViereck ABCDistein Quadrat,also <A = <B=<C=<D=90°(1)undAD=AB = F
=BC=CD (2) (Abbildung 7). R .
Laut der Voraussetzung ist AE =BF =CG=DH (3). Aus (2) und (3) ergibt sich, Abbildung 7

dass AD—-DH=AB-AE=BC-BF=CD - CG < AH=BE=CF=DG (4).
Aus der Beziehung (1) ergibt sich, dass die Dreiecke AEH, BFE, CGF und DHG in A, B, C bzw. D rechtwinklig sind (5).
Aus den Beziehungen (3), (4) und (5) ergibt sich AAEH = ABFE = ACGF = ADHG (KK-Fall). Also HE = EF = FG = GH
und dann ist das Viereck EFGH ein Rhombus, was EG 1| HF.

Im Kreis C(O, r), sind die Durchmesser AC und BD senkrecht aufeinander. Zeigt,

D
dass das Viereck ABCD ein Quadrat ist. ‘k
Beweis: A ] C
Da AC und BD Durchmesser des Kreises C(O,r) sind, folgt daraus, dass
AC n BD = {0} und AC = BD (Abbildung 8). Daraus folgt auch, dass der Punkt O der ‘7

B

Mittelpunkt der Strecken AC und BD ist, sodass das Viereck ABCD ein Parallelo-
gramm ist. Aus der Tatsache, dass in diesem Parallelogramm AC = BD ist, lasst Abbildung 8

sich ableiten, dass ABCD ein Rechteck ist. Daim Rechteck ABCD die Diagonalen AC
und BD senkrecht zueinander sind, folgt, dass ABCD ein Quadrat ist.



Seien das Quadrat ABCD und das gleichseitige

Dreieck ABM. A B D A
Berechnet das Mafs des Winkels MCD, wenn der
Punkt M innerhalb des Quadrats ABCD liegt.
Berechnet das Mafs des Winkels MCD, wenn der
Punkt M aufserhalb des Quadrats ABCD liegt.

M

Beweis: D C ¢ B
AABM st gleichseitig = AB=AM=BM (1) und Abbildung 9 Abbildung 10
<ABM = 60° (2).

Da ABCD ein Quadrat ist, folgt daraus, dass AB = BC (3) und <ABC = «BCD =90° (4). (4). Aus (1) und (3) ergibt

sich, dass BM = BC, und folglich ist das Dreieck BMC gleichschenklig mit der Grundlinie MC (5).
Wir verwenden Abbildung 9.
Aus (2) und (4) ergibt sich, dass <«CBM = 30° (6).
180°-<«CBM 180°-30°
2 2

=75°.

Aus den Beziehungen (5) und (6) ergibt sich, dass «BCM = «BMC =

Dannist <MCD = <«BCD — <BCM =90° — 75° =15°,

Wir verwenden Abbildung 10. Aus den Beziehungen (2) und (4) ergibt sich, dass <«CBM = 150° (7). Aus den

180°-«CBM 180°-150°

Beziehungen (5) und (7) ergibt sich, dass «<BCM = «BMC = 2 >

D= <BCD - <BCM=90° - 15° =75°.

Im AufReren des Quadrats ABCD mit AC n BD = {O} sei ein Punkt E so, dass die Punkte
A, C, E in dieser Reihenfolge kollinear sind und ¥BED = 60°. Zeigt, dass das Dreieck
BED gleichseitig ist.

=15°. Dann ist <MC

Beweis: D °
Da ABCD ein Quadrat ist, mit AC n BD = {0}, folgt daraus, dass CA L BD und der Punkt

O der Mittelpunkt der Diagonalen BD ist (Abbildung 11). Dann ist die Gerade AC die

Mittelsenkrechte der Strecke BD, und da E € AC ist, folgt, dass d(E, B) =d(E, D) < 0
EB=ED < EB=ED = ABED gleichschenklig ist.

Da das Dreieck BED gleichschenklig ist, mit <BED = 60°, folgt daraus, dass das Drei- A , B
eck BED gleichseitig ist. AlollEluE 13

Vorgeschlagene Aufgaben

Gebt den Wahrheitswert folgender Aussagen an:
Wenn ABCD ein Rhombus ist und AC = BD, dann ist ABCD ein Quadrat
Wenn ABCD ein Rhombus ist und «<DAC = 45°, dann ist ABCD Quadrat.
Im Quadrat ABCD ist <ABD + <DCA =90°.

Wenn E zur Seite AD des Quadrats ABCD gehort, dann liegt der Symmetriepunkt von E in Bezug auf AC auf

der Strecke BC.

Wenn E zur Seite AD des Quadrats ABCD gehort, dann liegt der Symmetriepunkt von E in Bezug auf BD auf

der Strecke DC.
Wenn ABCD ein Quadrat ist, AC n BD = {0}, und AO =2 cm, dann ist AC + BD = 8 cm.
Ein Rechteck MNPQ mit <PMN = 45° ist ein Quadrat.

In dem Rechteck ABCD, in dem AB =2 - BC ist, sind die Punkte M und P die Mittelpunkte der Seiten AB und DC.

Beweist, dass die Vierecke AMPD und BCPM Quadrate sind.
Berechnet das Mafs <ABP.
Wenn AP A MD = {0,}, MC n BP={0,} und 0,0, =9 cm, berechnet den Umfang des Rechtecks ABCD.

Seien das Quadrat ABCD und die Punkte M und P die Mittelpunkte der Seiten AB und AD. Beweist, dass das

Viereck AMOP ein Quadrat ist, wobei AC N BD = {O}.

Sei das Quadrat ABCD, AC n BD = {O}. Der Punkt P sei der Mittelpunkt der Strecke AO und der Punkt S sei der

Mittelpunkt der Seite AD. Wenn OS n DP = {M} und AB =12 cm, berechnet die Linge der Strecke OM.
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0,, 0,, O, seien die Mittelpunkte der Quadrate, die auf der Aufdenseite des gleichseitigen Dreiecks ABC auf den
Seiten BC, AC bzw. AB konstruiert sind.

Zeigt, dass das Dreieck 0,0,0, gleichseitig ist und seine Seiten parallel zu denen des Dreiecks ABC verlaufen.
Bestimmt das Mafs des Winkels zwischen den Geraden AO, und CO,.

In Abbildung 12 ist das Viereck ABMP ein Quadrat. Im Inneren des Quadrats sind P M
die Punkte C und D so gewahlt, dass AB || DC, AD = BC und <ADC = 135°. Beweist,
dass die Punkte A, D und M kollinear sind.

Beweist, dass DP = CM ist. D c

Wenn der Schnittpunkt der Geraden DP und CM zur Gerade AB gehort, berechnet %
A B
Abbildung 12

Konstruiert aufserhalb des Quadrats ABCD die Quadrate BCMP und DCSQ. Beweist,
dass die Punkte P, C, O kollinear sind und das Viereck BMSD ein Quadrat ist.

Sei ein Quadrat ABCD mit einer Seitenlange von 6 cm und den Punkten M, N, P und Q auf den Seiten AB, BC,
CD bzw. DA, sodass AM=BN=CP=DQ =4 cm.

Zeigt, dass MNPQ ein Rhombus ist.

Beweist, dass MP, BD und NQ konkurrent sind
Im Quadrat ABCD sei der Punkt P auf der Diagonalen BD so, dass DP < PB ist. Die Senkrechte in P auf der
Gerade BD schneidet die Gerade DC in Q und die Gerade BC in R. Beweist, dass BQ L DR.

Konstruiert auf den Aufsenseiten des Dreiecks ABC die Quadrate ACMP und ABRT. Beweist, dass die Strecken
TC und BP kongruent sind.

Test

1. Sei das Quadrat ABCD, AC n BD = {0} und BO + DC = 11 cm. Berechnet die Summe

AB + BC+ CD + DA + AC + BD.
2. Konstruiert auf den Aufienseiten des Quadrats ABCD die Rechtecke ABMP und BCSQ so, dass AP = CS ist. Zeigt,
dass die Geraden MQ und AC parallel sind.

3. Konstruiert aus fiinf Quadraten mit den Seitenlangen 4 cm ein Rechteck ABCD. Berechnet den Umfang des
Rechtecks ABCD.
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7. Lektion: Das Trapez: Einteilung, Eigenschaften.
Die Mittellinie im Trapez

Schliisselworter
Trapez nicht parallel gleichschenklig Mittellinie Halbsumme Halbdifferenz

Mathe im Alltag

Im Zirkus gibt es nicht nur Jonglage und Spaf3, sondern auch viele spektakulare Akrobatiknummern. Einige der
Akrobaten treten an einem Gerat auf, das aus zwei parallelen und zwei nicht parallelen Seiten besteht und Trapez
genannt wird.

Merke dir!

Definition. Ein Viereck mit zwei parallelen Seiten und zwei nicht parallelen Seiten wird D C
Trapez genannt.

Die parallelen Seiten eines Trapezes sind gegeniiberliegende Seiten, haben unter-
schiedliche Langen und werden als Grundlinien bezeichnet.

In Abbildung 1 sind die parallelen Seiten des Trapezes ABCD AB und CD, und die nicht
parallelen Seiten sind AD und BC. Abbildung 1

Da AB > CD ist, sagen wir, dass AB die grofse Grundlinie und CD die kleine Grundlinie ist.

Wusstet ihr das?

Das Wort Trapez stammt vom griechischen Wort ,trapezio“ ab. Der Name Trapez wurde erstmals im
4. Jahrhundert v. Chr. verwendet.

Beispiele
1. Identifiziert die Trapeze in den folgenden Bildern:

Dach eines Hauses Gemiisereiben Tasche

2. In Abbildung 2 sind die Punkte M, D und P die Mittelpunkte der Seiten AB, BC und AC des
Dreiecks ABC, sodass die Strecken MD, DP und PM die Mittellinien des Dreiecks ABC sind.
Aus der Eigenschaft der Mittellinie ergibt sich: MD || AC, DP || AB, MP || BC. M P
Im Viereck MBCP haben wir MP || BC und BM 4 CP (da BM und CPin A Gbereinstimmen), also
ist BCPM ein Trapez. Analog leiten wir ab, dass ABDP und ACDM Trapeze sind.

B D C
. Abbildung 2
Eigenschaften des Trapezes
Lehrsatz 1. Ineinem Trapez sind die anliegenden Win- Lehrsatz 2. In einem Trapez bildet jede Diagonale
kel von nicht parallelen Seiten supplementar. Winkelpaare, die mit den Grundlinien des Trapezes
kongruent sind.
D c Voraussetzung: D c Voraussetzung:
ABCD Trapez, AB || CD ABCD Trapez, AB || CD
Schlussfolgerung: Schlussfolgerung;:
<BAD + ¥ADC =180° <BAC = <ACD
b 5 <ABC + <BCD =180° h > <ABD = «BDC
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_ 4.7

Einteilung der Trapeze

Grundlinien steht, wird als rechtwinkliges Trapez bezeichnet.

Je nach bestimmten Eigenschaften der nicht parallelen Seiten unterscheidet man zwei besondere Arten von

Trapezen.

Merke dir! L ¢

Definition. Ein Trapez, bei dem eine der nicht parallelen Seiten senkrecht zu den

In Abbildung 3 ist ABCD ein rechtwinkliges Trapez mit AB || CDund AD 1. AB,AD 1. DC.
Da die Grundlinien parallel sind, genligt es, wenn eine der nicht parallelen Seiten

senkrecht zu einer der Grundlinien ist, sodass das Trapez rechtwinklig ist. Abbildung 3

Mit anderen Worten: Ein Trapez, das einen rechten Winkel hat, ist ein rechtwink- D C
liges Trapez. Wenn namlich im Trapez ABCD AB || CD und <A =90° sind, dann ist
<A + <D =180°, es folgt, dass <D =90° ist, d. h., AD L AB und AD 1 DC.

Definition. Ein Trapez mit nicht parallelen, kongruenten Seiten wird als gleich-
schenkliges Trapez bezeichnet. In Abbildung 4 ist das Trapez ABCD, mit AB || CD und A B
AD = BC, ein gleichschenkliges Trapez. Abbildung 4

Eigenschaften des gleichschenkligen Trapezes
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Merke dir!
Lehrsatz 3. In einem gleichschenkligen Trapez sind die an einer Grundlinie anliegenden Winkel kongruent.
D C
Voraussetzung;: ABCD Trapez, AB || CD
AD=BC
Schlussfolgerung: <DAB= <ABC
A E B <ADC = <BCD
Abbildung 5
Beweis:

Angenommen AB > CD (der Fall AB < CD ist analog). Wir konstruieren CE || AD, mit E € AB (Abbildung 5). Da
AE || CD und CE || AD, ist das Viereck AECD ein Parallelogramm, also AD = EC. Da AD = BC ist, folgt daraus, dass
BC = CE ist, sodass das Dreieck CBE gleichschenklig ist und die Grundlinie BE hat. Folglich ist *CEB = <ABC und
da «DAB = «CEB (Stufenwinkel, die von den parallelen Geraden AD und CE mit der Sekante AB gebildet wer-
den), folgt, dass «DAB = <ABC. Da sich die Winkel anliegend einer nicht parallelen Seite supplementar sind,
ergibt sich <ADC = 180° — <DAB =180° — <ABC = <BCD.

Kehrsatz 3. Wenn in einem Trapez die an einer Grundlinie anliegenden Winkel kongruent sind, dann ist das

Trapez gleichschenklig.

D C
Voraussetzung: ABCD Trapez, AB || CD
SA=<B
Schlussfolgerung: AD=BC
A [E B
Abbildung 6
Beweis:

Angenommen, AB > CD (der Fall AB < CD ist analog). Wir konstruieren CE || AD, mit E € AB (Abbildung 6).

Da AE || CD und CE || AD, ist das Viereck AECD ein Parallelogramm, also AD = CE.

Da <DAB = <ABC (aus der Voraussetzung) und «<DAB = «CEB (Stufenwinkel), folgt, dass <« CEB = <ABC. Daraus
folgt, dass das Dreieck CBE gleichschenklig mit der Grundlinie BE ist, also CB = CE und da CE = AD ist, folgt, dass
AD = BC ist.

Lehrsatz 4. In einem gleichschenkligen Trapez sind die Diagonalen kongruent.

D C
Voraussetzung: ABCD Trapez, AB || CD
AD=BC
Schlussfolgerung: AC=BD
A Abbildung 7 B



Beweis:

Vergleichen wir die Dreiecke ABD und BAC (Abbildung 7). Wir haben AD = BC (aus der Voraussetzung), AB
= BA (gemeinsame Seite) und <CBA = <DAB (da nach Satz 3 die an einer Grundlinie anliegenden Winkel eines
gleichschenkligen Trapezes kongruent sind). Daraus ergibt sich AABD = ABAC (SWS-Fall), also AC = BD.

Kehrsatz 4. Wenn in einem Trapez die Diagonalen kongruent sind, dann ist das Trapez gleichschenklig.

D ©

Voraussetzung: ABCD Trapez
AB || CD,AC=BD
A B

E Schlussfolgerung: AD=BC

Abbildung 8

Beweis:

Es sei CE || BD, mit E € AB. Da BE || CD und CE || BD, ist das Viereck BECD ein Parallelogramm, also BD = EC
(Abbildung 8). Da AC = BD ist, folgt CA = CE, d. h., das Dreieck CAE ist gleichschenklig mit der Grundlinie AE,
also <EAC = <CEA. Aber «CEA = <DBA (Stufenwinkel), also <CAB = <DBA. Da CA = BD (aus der Vorausset-
zung), ¥CAB = <DBA und AB = BA, folgt daraus, dass ACAB = ADBA (SWS-Fall), woraus folgt, dass AD = BC.

Wenn ABCD ein gleichschenkliges Trapez und O der Schnitt-
punkt der Diagonalen des Trapezes ist, dann sind die Dreiecke OAB und OCD
gleichschenklig.

Beweis:

In den Dreiecken ABC und BAD haben wir AB=BA, BC=AD und AC=BD,
also AABC=ABAD (Abbildung 9). Daraus ergibt sich, <CAB= <DBA, d. h.,
<0OAB = <0BA, woraus folgt, dass das Dreieck OAB gleichschenklig ist. Da
4<0AB = <0CD und «OBA = <0DC (innere Wechselwinkel), ergibt sich auch
<0CD = «0DC, sodass das Dreieck OCD ebenfalls gleichschenklig ist.

Symmetrieachse eines gleichschenkligen Trapezes

Es sei ABCD ein gleichschenkliges Trapez mit AB| CD, AB>CD und
{0} =AC n BD. Wir bezeichnen mit E und F die Mittelpunkte der Grundlinien AB
bzw. CD (Abbildung 10).

Da die Dreiecke OAB und OCD gleichschenklig sind, ist die Gerade OE die Mittel-
senkrechte der Strecke AB und die Gerade OF die Mittelsenkrechte der Strecke CD.
Aus OE 1L AB, OF 1. CD und AB || CD, folgt, dass die Punkte E, O und F kollinear sind.

Folglich ist die Gerade EF, die die Mittelpunkte der Grundlinie eines gleich-
schenkligen Trapezes verbindet, die gemeinsame Mittelsenkrechte der Grundlinien
des Trapezes.

Die Gerade EF ist die Symmetrieachse des gleichschenkligen Trapezes ABCD.

Konstruktion eines gleichschenkligen Trapezes

D C

A B
Abbildung 9

Abbildung 10

Wir konstruieren eine Strecke AB der Lange 2a, a > 0, und seine Mittelsenkrechte d. In einer der beiden Halb-
ebenen, die durch AB bestimmt werden, nehmen wir einen Punkt C an, sodass der Abstand zwischen dem Punkt
C und der Gerade d kleiner als a ist, und wir konstruieren den Symmetriepunkt von C in Bezug auf die Gerade d,
den wir mit D bezeichnen. Das Viereck, das durch die Punkte A, B, C und D bestimmt wird, ist ein gleichschenk-

liges Trapez mit grofder Grundlinie AB und kleiner Grundlinie CD.

Mittellinie im Trapez

Merke dir!

Definition. Die Strecke, deren Enden die Mittelpunkte der nicht parallelen Seiten

eines Trapezes sind, wird Mittellinie des Trapezes genannt.
In Abbildung 11:
ABCD ist ein Trapez mit AB || CD

Eist die Mitte der Seite AD & EF ist die Mittellinie des Trapezes.
F ist der Mittelpunkt der Seite BC

Abbildung 11
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Merke dir!

Lehrsatz 5. Die Mittellinie des Trapezes verlauft parallel zu den Grundlinien und hat eine Lange, die gleich der
Halfte der Summe der Langen der Grundlinien ist.

D
< Voraussetzung: ABCD-Trapez, AB || CD

E ist der Mittelpunkt der Seite AD.
F ist der Mittelpunkt der Seite BC.

AB+CD

Schlussfolgerung: EF || AB || CD und EF =
Abbildung 12

Beweis:

Es sei DF N AB={G} (Abbildung 12). Da ¥DFC = «GFB (Scheitelwinkel), CF = BF und <DCF = <GBF (innere
Wechselwinkel), folgt, dass ADCF = AGBF (WSW-Fall), also DF = GF und DC = BG.

Es folgt, dass F der Mittelpunkt der Strecke DG ist, also ist EF Mittellinie im Dreieck DAG. Daraus folgt, dass

EF || AG und EF=A2—G, wobei EF || DC || AB und EF:A—ZG= ABJZ'BG = AB;CD.

Bemerkungen

1. Lehrsatz 5 zeigt, dass die Lange der Mittellinie eines Trapezes gleich dem arithmetischen Mittel der Langen der
Grundlinien ist.

2. Die folgenden Aussagen (Kehrsatz 5) gelten:

a. Wenn in einem Trapez ABCD mit AB || CD, der Punkt E der Mittelpunkt der Seite AD ist und der Punkt F zur
Seite BC gehort, sodass EF || AB ist, dann ist der Punkt F der Mittelpunkt der Seite BC.

b. Wenn in einem Trapez ABCD, mit AB || CD, die Punkte E und F zu den Seiten AD bzw. BC gehoéren, sodass

EF || ABund EF = @ dann ist EF die Mittellinie des Trapezes ABCD.

Wusstet ihr das?

Der Franzose Jules Léotard fiihrte Mitte des 19.
Jahrhunderts das Trapez in die Zirkusakrobatik ein. Das
Trapez wurde zunachst im Zirkus Franconi in Paris und dann
1861 im Alhambra-Theater in London als Akrobatiknummer
gezeigt.

Portfolio

Konzeptkarte

VIERECK
|

1. Definiert drei Begriffe, die in dieser Karte ent-
halten sind. ¥ v

. Nennt zwei Ideen, iiber die ihr gerne mehr Konvexes Viereck Konkaves Viereck

erfahren wiirdet. ¥ ! ¥

. Schreibt eine Fahigkeit auf, die ihr eurer Mei- Parallelogramm Trapez

nung nach in diesen Lektionen gelernt habt. f_I_V

Zeichnet dl(f Ka'rte. in Abblldu"ng 13 auf ein Rechteck  Rhombus  Rechtwinkliges | Gleichschenkliges
A4-Blatt und fligt sie in eure persénlichen Mappe Trapez

Trapez
Geometrie des Vierecks hinzu. R 4
Quadrat

el @

Abbildung 13
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Das Dreieck VAB ist gleichschenklig mit der Grundlinie AB, und die Punkte C und D %
gehoren zu den Seiten VB bzw. VA, sodass CD || AB ist. Zeigt, dass AC = BD.
Losung:

Weil AD und BC nicht parallel sind (da sie sich in V schneiden), folgt aus CD || AB

D G

und AD } BC, dass ABCD ein Trapez ist (Abbildung 14). Da < VAB = < VBA, folgt dar-
aus, dass ¥DAB= <CBA, also ist ABCD ein gleichschenkliges Trapez, und dann
AC = BD. A B

Abbildung 14
Im gleichschenkligen Trapez ABCD mit AB || CD seien die Senkrechten DE | AB
und CF L AB, wobei E, F € AB. Zeigt, dass AE =BF :L;CD.
Losung: D ¢
Da DE 1 AB, CF 1 AB, ist, folgt daraus, dass DE || CF und da EF || CD ist, folgern wir,
dass das Viereck CDEF ein Parallelogramm ist, also EF = CD (Abbildung 15).
Da <AED=<BFC=90°, AD=BC und <DAB=<CBA, sind die Dreiecke ] -
AED und BFC kongruent (HW-Fall), also AE=BF, woraus folgt, dass 4 £ F B

AB-EF AB-CD Abbildung 15
2 2

Zeigt, dass die folgenden Eigenschaften in jedem Trapez gliltig sind:
die Mittelpunkte der Diagonalen des Trapezes liegen auf der Mittellinie des Trapezes;

die Lange der Strecke, die durch die Schnittpunkte der Diagonalen des Trapezes mit seiner Mittellinie
bestimmt wird, ist gleich der halben Differenz der Langen der Grundlinien des Trapezes.

AE =BF =

Losung:

Es sei ABCD ein Trapez mit AB || CD und AB > CD. Wir bezeichnen mit £ und
F die Mittelpunkte der nicht parallelen Seiten AD bzw. BC und mit M, N die
Mittelpunkte der Diagonalen AC bzw. BD (Abbildung 16). Die Strecken EM

und FN sind Mittellinien in den Dreiecken ADC bzw. BCD, also EM || DC und

EM_T bzw. FN || DC und FN = C20 Abbildung 16

Da EF die Mittellinie des Trapezes ABCD ist, folgt EF || CD. Da EM || DC und FN || DC, folgt aus dem Parallelen-
axiom, dass M, N € EF, d. h.,, Mund N auf der Mittellinie des Trapezes liegen.

Da EF :M, folgt, dass MN =EF —EM - FN _M—Q—Q M
2 2 2 2 2

Im spitzwinkligen Dreieck ABC mit AB < AC sind die Punkte M, P, Q die Mittelpunkte der Seiten AB, AC bzw. BC,
und AD, D € BC, ist die Hohe. Zeigt, dass das Viereck MPQD ein gleichschenkliges Trapez |st

Losung:

Wir zeigen zunachst, dass MPQD ein Trapez ist. Die Strecke MP ist Mittellinie im Drei-
eck ABC, also MP || BC, d. h., MP || DQ (Abbildung 17). Da die Geraden AB und MD
Sekanten sind und PQ || AB (als Mittellinie im Dreieck ABC), folgt daraus, dass die
Geraden MD und PQ nicht parallel sind. Daher ist MP || DQ und MD } PQ, also MPQD ist
ein Trapez. Da MD die Mittellinie im rechtwinkligen Dreieck ADB ist, folgt daraus, dass B D O c

DM _% Aber PO =— (aus der Eigenschaft der Mittellinie), also ist DM = PQ, ADalelng L7

<
]

C

d. h., das Trapez MPQD |st gleichschenklig

Sei ABCD ein Parallelogramm mit AD > AB. Wir bezeichnen mit £ den symmetri- (‘

schen Punkt des Punktes D in Bezug auf die Gerade AC. Zeigt, dass: £
AB=CE; das Viereck ABEC ein gleichschenkliges Trapez ist.

Losung: ‘

Da E symmetrisch zu D in Bezug auf AC ist, ist die Gerade AC die Mittelsenk-

rechte der Strecke DE (Abbildung 18). Daraus folgt, dass der Punkt C gleich weit Abblldung 18

von den Endpunkten der Strecke DE entfernt ist, d. h., CD = CE. Da AB=CD (da

ABCD ein Parallelogramm ist), folgt daraus, dass AB = CE.
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Sei {0} =AC n BD und {M} = DE n AC. Dann ist O der Mittelpunkt der Diagonale BD, und M ist der Mittelpunkt
der Strecke DE, da er auf der Mittelsenkrechten dieser Strecke liegt.

Wir leiten daraus ab, dass die Strecke OM Mittellinie im Dreieck DBE ist, also OM || BE, aquivalent mit BE || AC.

Da die Geraden CE und CD einen gemeinsamen Punkt haben und AB || CD ist, folgt daraus, dass die Geraden
CE und AB nicht parallel sind. Daher ist BE || AC und CE t AB, sodass ABEC ein Trapez ist. Nach Punkt a haben
wir AB = CE, also ist ABEC ein gleichschenkliges Trapez.

Vorgeschlagene Aufgaben
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Sei das rechtwinklige Trapez ABCD mit AB || CD und <ABC = 40°. Bestimmt die Mafse der Winkel BAD, BCD
und ADC.

In dem gleichschenkligen Trapez ABCD, AB || CD, betragt der Winkel A 30°. Bestimmt die Mafse der anderen
Winkel des Trapezes.

Das Trapez ABCD hat eine grofse Grundlinie von 18 cm und eine kleine Grundlinie von 12 cm.
Berechnet die Lange der Mittellinie des Trapezes ABCD.

Berechnet die Lange der Strecke, die von den Mittelpunkten der Diagonalen des Trapezes ABCD bestimmt
wird.

Es sei das rechtwinklige Trapez ABCD mit AD || BC, AD 1. AB, AB=8 cm und <ADC = 30°. Berechnet die Lange
der Strecke CD.

Bestimmt die Lange der Hohe eines orthodiagonalen (mit senkrecht aufeinander stehenden Diagonalen)
gleichschenkligen Trapezes, wenn man weifs, dass die Grundlinien 15 cm und 13 cm betragen.

Wenn die Lange der Strecke, die von den Mittelpunkten der Diagonalen eines Trapezes bestimmt wird, gleich
6 cm ist und die Lange der grofsen Grundlinie des Trapezes gleich 28 cm ist, berechnet die Lange der kleinen
Grundlinie des Trapezes.

Bestimmt die Winkelmafse eines gleichschenkligen Trapezes ABCD, AB || CD, wobei <A=4 - «D.

Auf der Seite AB des Quadrats ABCD, AB =18 cm, liegen die Punkte S und T so, dass AS = ST = TB. Beweist,
dass das Trapez DCTS gleichschenklig ist und berechnet die Lange seiner Mittellinie.

Im gleichschenkligen Trapez ABCD, AB || CD, ist AB=6 cm, <C = 60° und CD = 10 cm. Berechnet den Umfang
des Trapezes ABCD.
Sei das gleichschenklige Trapez ABCD mit BC = 2\/5 cm, <C=45°und BE L DC, E € DC.

Berechnet die Mafse der anderen Winkel des Trapezes ABCD.

Berechnet die Langen der Strecken EC, DE und DC.

Fir das Trapez ABCD, AB || CD, gilt AD=DC=CB, «B=60° Die Lange der Mittellinie des Trapezes betragt
10 cm. Berechnet den Umfang des Trapezes ABCD.

Test

1. Sei das gleichschenklige Trapez ABCD, AB || CD, <A = 45°. Beweist, dass die Geraden AD und BC senkrecht zuei-
nander sind.

2. In einem Trapez ist die Lange der Mittellinie gleich 20 cm und die Lange der grofsen Grundlinie des Trapezes ist

gleich 28 cm. Bestimmt die Lange der kleinen Grundlinie des Trapezes.
. Im gleichschenkligen Trapez ABCD mit AB || CD und AB < CD konstruieren wir BM || AD, M € DC. Wenn

<MBC = <MCB, dann bestimmt das Mafs des Winkels <BAD.



8. Lektion: Umfange und Flacheninhalte

Schliisselworter

Flacheninhalt Hoéhe Grundlinie aquivalent Umfang Mittellinie

In der 5. Klasse haben wir gelernt, dass der Umfang einer geometrischen Figur, die von Strecken begrenzt wird,
gleich der Summe der Langen dieser Strecken ist. Wir verwenden normalerweise den Buchstaben U, um den
Umfang zu schreiben.

Umfang eines beliebigen Umfang eines Umfang eines beliebigen Umfang eines
Dreiecks gleichseitigen Dreiecks Vierecks Trapezes
A D A B
(o4 b c
A
B D @
B a C
U, =BC+CA+AB= Ug,=BC+CA+AB=3a U,,=AB+BC+CD+DA U,,,=AB+BC+CD+DA
=a+b+c
Umfang eines Umfang eines Umfang eines Umfang eines
Parallelogramms Rechtecks Rhombus Quadrats
A a B A L B A [ B
b b ! ! [ [
D a c D L c D I C
Uper=2 " (AB+AD) = Upep=2"(AB+AD) = U,,=4-AB=4-a Uyy=4-AB=4-1
=2-(a+b) =2(L+1)

Flacheninhalt des Rechtecks. Flacheninhalt des Quadrats (Wiederholung)

Seit der 5. Klasse wissen wir, dass der Flacheninhalt ein Mafs fiir eine Flache ist, die von einer geometrischen
Figur begrenzt wird, und dass er angibt, wie viele Male eine bestimmte Mafdeinheit in dieser Flache enthalten ist.
Der Flacheninhalt wird gewdhnlich mit Fl bezeichnet.

Die wichtigste Mafdeinheit fir die Flache ist der Quadratmeter, abgekiirzt m?. Ein Quadratmeter ist die Flache,
die von den Seiten eines Quadrats mit einer Seitenlange von einem Meter begrenzt wird.

Vielfache des Quadratmeters sind dam?, hm?, km?, und Untereinheiten des Quadratmeters sind dm? cm? mm>.

Merke dir! A ! B E L F

1. Der Flacheninhalt eines Quadrats mit der Seitenlange [ ist

Fl="P.

2. Die Flache eines Rechtecks mit den Seitenlangen L (fiir Lange) Fligey=AB - BC=?
und [ (fir Breite) ist FI=L - L.

Flergy=EF - FG=1L - | [

—_

D C H
ABCD — Quadrat EFGH — Rechteck
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Flacheninhalt des Dreiecks
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A Q A P
Das Dreieck ABC in Abbildung 1, mit BC =4 cm, hat die Hohe
AD, D € BC, die Lange AD = 3 cm. Wir bestimmen den Flachen-
inhalt des Dreiecks ABC mithilfe der Formel fiir den Flachen-
inhalt des Rechtecks.
Wir konstruieren die Rechtecke ADBQ und ADCP wie in | 1
Abbildung 2. Es wird festgestellt, dass AABD=ABAQ und ° b ¢ B b ¢
AADC = ACPA (KK-Fall). Abbildung 1 Abbildung 2

decken), folgt daraus, dass Fl,

Da zwei kongruente Dreiecke den gleichen Flacheninhalt haben (weil sich ihre Flachen durch Uberlappung
Fl Fl Fl BC-BQ BC-AD
= FIABD + F[ACD = AzDBO + );)CP = BZCPO = 2 =

_ 2
BC =6cm’.

Merke dir!

Lehrsatz. Der Flacheninhalt eines Dreiecks ist gleich der Halfte des Produkts aus der Lange einer Seite und der

Lange der entsprechenden Héhe.

-h
Der Flacheninhalt eines Dreiecks wird nach der Formel F[ =b7 berechnet, wobei h die Lange der Hohe einer

Seite des Dreiecks und b die Lange dieser Seite ist (auch Grundlinie genannt).

Flacheninhalt eines Flacheninhalt eines Flacheninhalt eines
spitzwinkligen Dreiecks rechtwinkligen Dreiecks stumpfwinkligen Dreiecks
A F
3 A <
F
B D c B D c B D C
Abbildung 3 Abbildung 4 Abbildung 5
BC-AD AC-BE AB-CF BC-AD AB-AC BC-AD AC-BE AB-CF
F [ABC = = = FIABC = = FlABC = = =
2 2 2 2 2 2 2 2
Bemerkungen
1. Zwei Dreiecke (oder ganz allgemein zwei geometrische Figuren), die denselben Flacheninhalt haben, werden

. Die Beziehunga-h,=b-h,=c-h =2-Fl

als dquivalent bezeichnet.

. a, b, c seien die Langen der Seiten des Dreiecks ABC (BC=a, AC=b,AB=c) und h, h,, h_die Langen der erspre-
a-h, b-h c-h
chenden Héhen (AD=h,, BE=h,, CF=h,), es folgt, dass Fl,,, = 5 %= 5 LA 5 <.

L Z€igt, dass die folgenden Eigenschaften gelten:
« Injedem Dreieck ist das Produkt aus der Lange einer Seite und der Lange der entsprechenden Hohe konstant.
« Die Langen der Seiten eines Dreiecks sind umgekehrt proportional zu den Langen der entsprechenden Héhen.

. In einem rechtwinkligen Dreieck ABC mit <A = 90° ist die Hohe, die der Kathete AB entspricht, die Kathete AC

und umgekehrt, weil AB L AC (Abbildung 4). Wenn D der Fufspunkt der Hohe aus A ist, folgt aus der Beziehung

_BC-AD _AB-AC AB-AC

Fl , dass BC-AD=AB-AC, d. h.,, AD=

ABC 2 2

Ldnge der der Hypothenuse entsprechenden Hohen das Verhdltnis des Produkts aus den Ldngen der Katheten
und der Ldnge der Hypotenuse.

. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die

. Die Seitenhalbierende teilt ein Dreieck in zwei Dreiecke mit gleichen Flacheninhal-

ten (Aquivalente Dreiecke). A
Wenn M der Mittelpunkt der Seite BC des Dreiecks ABC ist und AD L BC, dann ist AD
die Hohe in den Dreiecken ABC, ABM bzw. AMC (siehe Abbildung 6). Daraus folgt, dass:
Fl,, :1-BM-AD=%.%-AD:%-F1ABC und Fl,, :%-CM-AD:%-%-AD:% FL,.,
1 B D M C
also Fl,,,, =Fl,, =5-FIABC. Abbildung 6



6. Den Flacheninhalt eines konvexen Vierecks ABCD berechnet man, indem man die
von den Seiten des Vierecks begrenzte Flache in Dreiecksflachen zerlegt (Abbil-
dung 7): Fl,,.,=Fl,+ Flg,=FlL + Fl.=Fl ,+ Fl .+ Fl,,,+ Fl,,,.

- . Abbildung 7
Flacheninhalt des Parallelogramms &

Es sei das Parallelogramm ABCD, in dem wir AE L CD, E € CD, und die Diagonale A B
AC konstruieren (Abbildung 8). Die Dreiecke ADC und CBA sind kongruent, haben
also gleiche Flachen.
. N F
Daraus folgt: Fl,, ., =Fl,.,, + Fl,.,=2-Fl,, =2- AE2CD =AE-CD. -
In ahnlicher Weise kénnen wir durch die Konstruktion von AF L BC, F € BC, zeigen, b E ) c
dass Fl,,., = AF - BC ist. Abbildung 8

ABCD
Merke dir!

Definition. Eine Strecke, die senkrecht zu den gegenulberliegenden Seiten eines Parallelogramms verlauft und
deren ein Ende auf einer Seite und das andere Ende auf der gegeniiberliegenden Seite liegt, wird als Héhe des
Parallelogramms bezeichnet.

Die Lange dieser Strecke ist gleich dem Abstand zwischen den beiden gegenlberliegenden Seiten des Paral-
lelogrammes.

A B K A L B A N B
L] p L
G H
A - . — 0
D E C D @ D M C
Abbildung 9 Abbildung 10 Abbildung 11

In den Abbildungen 9, 10 und 11 sind die Strecken AE, BF, CL, DK und MN Hohen, die den Seiten AB und CD
entsprechen, und die Strecken AG, CH und PQ sind Hohen, die den Seiten AD und BC entsprechen.

Es gilt: AE=BF =d(A, CD) =d(B, CD) = d(C, AB) = d(D, AB) und CH=d(C, AD) = d(A, BC).

In den Abbildungen 9, 10 und 11 sind die Strecken AE, BF, CL, DK und MN Hohen, die den Seiten AB und CD ent-
AD = BC und <ADE = 4«BCF, dass AAED = ABFC (HW-Fall), sodass die Flacheninhalte der Dreiecke AED und BFC
gleich sind.

Daraus folgt, dass: Fl,, ., = Fl

Da das Viereck AECF ein Rechteck ist, ergibt sich daraus, dass Fl,,., = AE - AB = AE - CD ist und somit die Gleich-
heit FL,,., = AE - CD.

Lehrsatz. DerFlacheninhalt eines Parallelogramms ist gleich dem Produkt der Lange einer Seite und der Lange
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sprechen, und die Strecken AG, CH und PQ sind Hohen, die den Seiten AD und BC entsprechen <AED = <BFC = 90°,
ABCD aoe T FIAECB = FIBCF + FIAECB = F[AEFB'
der entsprechenden Héhe.

Wenn h die Lange der Hohe ist, die einer Seite (auch Grundlinie genannt) der Lange b entspricht, dannist Fl=b - h.

A B

In Abbildung 12 ist das Viereck ABCD ein Parallelogramm, und AE L CD,
E € CD,und AF 1 BC, F € CD.

Da wir wissen, dass AE =8 cm, CD =12 cm und BC = 6 cmist, berechnen
wir den Flacheninhalt des Parallogramms ABCD und den Abstand AF von A =l F
zur Gerade BC. D E c

Wir haben Fl,,,=b-h=DC-AE=12cm-8cm=96 cm®’. Abbildung 12

DaFl,,=BC-AF=6cm-d(A, BC), folgt, dass d(A, BC) =16 cm.

Bemerkung

Wenn O der Schnittpunkt der Diagonalen des Parallelogramms ABCD ist, D c
dann sind BO und DO Seitenhalbierenden in den Dreiecken BAC bzw. DAC
(Abbildung 13). 0

Also, Fl,,,=Fl,. und Fl,,, =Fl,,. Da AO Seitenhalbierende des Dreiecks A B

1 Abbildung 1
also Fl,,, =Fl,,. =Fl,,, =Fl., :ZF[ bbildung 13

ABCD*

ABD ist, folgt, dass, Fl ,, = Fl

OAD?
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Flacheninhalt des Rhombus
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Es seien ABCD ein Rhombus mit AC n BD = {0}, und AE und AF die entspre- A
chenden Hoéhen der Seiten BC und CD (Abbildung 14). m
1. Da der Rhombus ein besonderes Parallelogramm ist, kann man seinen B D
Flacheninhalt mit der Formel Fl=b - h berechnen, wobei b die Lange der 0
Grundlinie und h die Lange der entsprechenden Hohe der Grundlinie ist. W
Somit ist Fl,,.,=BC - AE=CD - AF. c
Da BC = CD ist, folgt, dass AE = AF, d. h., d(AD, BC) = d(AB, CD). Abbildung 14
Mit anderen Worten, die Ldngen der Héhen, die von demselben Scheitel-
punkt eines Rhombus ausgehen, sind gleich und stellen den Abstand zwi-

schen den Stlitzgeraden der gegeniiberliegenden Seiten dar.
2. Wenn BD 1 AC ist und BO und DO Hohen in den Dreiecken BAC bzw. DAC sind, dann:

_AC-BO  AC-DO _AC-(B0+DO) AC-BD _d,-d,
e 2 2 2 2 2
wobei d, und d, die Langen der Diagonalen des Rhombus sind.

In Abbildung 15 hat der Rhombus ABCD einen Umfang von 20 cm AC=6 cm

und BD=8cm. /‘M
Wir berechnen den Abstand AK vom Punkt A zur Seite CD, wobei K € CD. B 5 D
Da der Umfang des Rhombus U=4 - CD ist, folgt, dass CD =5 cm. W
Berechnet man den Flacheninhalt des Rhombus auf zwei Arten, so erhalt K

=AK - CD bzw. Fl :%-AC-BD =24 cm? also d(A, CD) =AK=4,8 cm. Abbildung 15

Fliyey =Fly +Fl

ABCD

BAC

man Fl

ABCD ABCD

Flacheninhalt des Trapezes

Merke dir!
Es sei das Trapez ABCD mit AB || CD und AB < CD, in dem wir AE 1L CD und 4 E
BF L CD konstruieren, wobei E, F € CD (Abbildung 16). Das Viereck AEFB ist
ein Rechteck, also AB = EF und AE = BF. Wir leiten daraus ab, dass:
F[ABCD=F[AED+F[AEFB+FIBFC=AE.ED+AE.EF+BF'FC= 1 |1
2 2 D E F C
_AE-(DE+2EF+FC) AE-(EF+DC) AE-(AB+CD) Abbildung 16
- 2 N 2 - 2 '

Definition. Eine Strecke senkrecht zu den Grundlinien eines Trapezes, die ein Ende auf der kleinen Grundlinie
und das andere auf der grofsen Grundlinie hat, wird als Héhe des Trapezes bezeichnet.

Die Lange einer Hohe eines Trapezes ist gleich dem Abstand zwischen den beiden Grundlinien des Trapezes.

Lehrsatz. Der Flacheninhalt eines Trapezes ist gleich dem Produkt aus der halben Summe der Langen der
Grundlinien und der Lange der Hohe.

Wenn man mit b die Lange der kleinen Grundlinie, mit B die Lange der grofsen Grundlinie und mit h die Lange

der Hohe bezeichnet, ergibt sich der Flacheninhalt des Trapezes wie folgt: Fl =M.
In Abbildung 17 ist flr das gleichschenklige Trapez ABCD mit AB || CD, D <
bekannt, dass <A =45° ist, AB=8cm und CD=2cm. Wir werden den Fla-
cheninhalt des Trapezes ABCD berechnen.
Wir konstruieren DP L AB, P € AB. Wir erhalten AP = AB—CD _ 3cm. 45° [ 1
A P B
Da das Dreieck APD ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck ist, folgt Abbildung 17

B+b AB+DC

daraus, dass DP=AP =3 cm. Also, Fl,,, = 5 -h= 5 -DP =15 cm’.




Abschatzen des Umfangs und des Flacheninhalts einer geometrischen
Figur durch Zerlegung in bekannte Figuren

Es sei n € N, n> 3. Eine geschlossene ebene geometrische Figur, die durch n Stre- G c
cken, AA,AA, ... A A, AA, begrenzt wird, sodass zwei beliebige Strecken héchs-

tens einen Punkt gemeinsam haben, heifst ein n-seitiges Vieleck. Wir bezeichnen das
Vieleck mit A/A,...A . Die Punkte A, A,, ..., A, heifden die Scheitelpunkte des Vielecks. F
Ein Dreieck ist zum Beispiel ein Vieleck mit drei Seiten und ein Viereck ist ein Vieleck

mit vier Seiten. Ein Vieleck mit flinf Seiten wird als Fiinfeck bezeichnet, und ein Vieleck E
mit sechs Seiten als Sechseck. Abbildung 18
Der Umfang eines Vielecks A A,...A, ist gleich der Summe der Langen seiner Seiten:
UAlAZWA" =AA+AA+..+A A +AA-

Die Flache, die von den Seiten eines Vielecks begrenzt wird, nennt man Vielecksfléiche. Der Flacheninhalt einer
Vielecksflache (oder — zur Vereinfachung der Sprache — der Flécheninhalt des Vielecks) kann durch Zerlegung
dieser Flache in Dreiecksflachen berechnet werden.

In Abbildung 18 ist der FlAcheninhalt des siebenseitigen Vielecks ABCDEFG gleich Fl,, .+ Fl,.,+ Fl .+ Fl,..+ Fl,...

Gruppenarbeit

Die Schiiler einer Klasse werden in vier Gruppen aufgeteilt. Sie benutzen die Geometriegerate, um die Auf-
gaben zu l6sen. Jede Gruppe erhalt ein Blatt Papier, aus dem sie geometrische Figuren mit einem bestimmten
Flacheninhalt wie folgt ausschneiden muss:

« Die erste Gruppe muss ein Dreieck mit einem Flacheninhalt von 18 cm? ausschneiden.

« Die zweite Gruppe muss ein Parallelogramm mit einem Flacheninhalt von 18 cm?® ausschneiden.

« Die dritte Gruppe — einen Rhombus mit einem Flacheninhalt von 18 cm?.

- Die vierte Gruppe — ein Trapez mit einem Flacheninhalt von 18 cm?.

Die Schiiler stellen ihre geometrischen Figuren vor und begriinden, dass jede einen Flacheninhalt von 18 cm?® hat.

Portfolio

Konstruiert auf einem Blatt Papier ein Trapez ABCD mit AB || CD, AB > CD. Verlangert die grofse Grundlinie Gber
B hinaus um die Strecke BE = CD. Verlangert die kleine Grundlinie iber C hinaus um die Strecke CF = AB. Leitet
aus der entstandenen Figur den Flacheninhalt des Trapezes ab, indem ihr die Formel fiir den Flacheninhalt des
Parallelogramms anwendet.

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

1. Es sei ein Punkt M auf der Seite BC des Dreiecks ABC. Beweist, dass Flaa = %
Losung: o AD-BM
Wir konstruieren die Hohe AD, wobei D auf der Seite BC liegt. Wir erhalten Fligy __2 _ADBM_ %
Fl,, AD-CM AD.-CM CM
2
A
2. Im Dreieck ABC seien M, N und P die Mittelpunkte der Seiten BC, CA bzw. AB und G der
Schwerpunkt des Dreiecks. Zeigt, dass:
a. Fl,,=Fl_,; b. Fl,,.=3-Fl; c. Fl,.=6-Fl,,.
Losung: P §
a. WirverwendendasErgebnisausderLosungvon Aufgabe 1. Wir haben% = %:1,
GCM
also Fl,,, = Fl,, 5 Y c
Daraus folgt, dass die Seitenhalbierende GM das Dreieck GBC in zwei aquivalente Abbildung 19
Dreiecke teilt, d. h. Fl,,=Fl., = % Fl,..
Flyo _ AG

b. Im Dreieck BAM gehort der Punkt G zur Seite AM, also =2. Analog, aus Dreieck CAM folgt,

Fl,. MG
Fl.,.., AG
dass i = MC. =2. Also, Fl,.=2-Fl,,=Fl, und Fl,=2-Fl, =Fl. Da Fl,,=Fl, +Fl,+Fl, und
CMG
Fl,,=Fl, =Fl,, folgt daraus, dass Fl,,.=3 - Fl,.

folgt, dass Fl,,.=6 - Fl_,.

GBC?

c.DaFl,,.=3"-Fl,und Fl = %Fl

7

@
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Im Dreieck ABC, das in A rechtwinklig ist, sind AB =6 cm und AC = 8 cm. Bestimmt: ¢
den Flacheninhalt des Dreiecks; den Umfang des Dreiecks;
den Abstand vom Punkt A zur Geraden BC.

Losung: b
Das Dreieck ABC ist rechtwinklig in A, also Fl,. = ABéAC :%cmz =24 cm’ (Abbil- ¢ .
dung 20). Abbildung 20

Unter Anwendung des Satzes des Pythagoras (in der 6. Klasse gelernt) folgt, dass BC* = AB*+ AC?, woraus sich
BC=10cmergibt. Alsoist U,,,=AB+AC+BC=6cm+8cm+10cm=24 cm.

Es sei AD L BC, D € BC. Dann ist d(A, BC) =AD und AD sei die Hohe im rechtwinkligen Dreieck ABC. Wir
AB-AC 6-8

erhalten AD = =——cm=4,8 cm, also d(A, BC) =AD=4,8 cm.
BC 10 D C
ABCD sei ein Parallelogramm mit AB = 6+/3 cm, AD = 6 cm und <A = 30°.
Zeigt, dass der Umfang des Parallelogramms kleiner als 33 cm ist. A [] 7
Bestimmt den Flacheninhalt des Parallelogramms und den Abstand £ \Q/
zwischen dem Punkt D und der Gerade BC. F

Losung: Abbildung 21

Wir haben U,,.,=2:(AB-+AD)=2:(6v/3 +6)cm=(12++/432 |cm. Da 1/432<+/441 =21, folgt daraus, dass
12++/432 <12+21=33,also U

ABCD

Wir konstruieren DE L. ABund DF L BC, mitE € AB, F € BC.Dannistd(D, BC) = DFund Fl

<33 cm.
=AB - DE=DF - BC.

ABCD

Da das rechtwinklige Dreieck AED einen Winkel von 30° hat, ist die Lange der Kathete DE gegeniiber diesem
= AB-DE =18+/3 cm?. Aus
der Beziehung (1) ergibt sich BC-DF =18+/3 cm® und da BC = AD = 6 cm, folgt, dass d(D, BC)=DF =3/3 cm.

ABCD

Winkel die Halfte der Lange der Hypotenuse. Also DE:%-AD=3 cm, also F[

Alternativ kann man auch feststellen, dass das Dreieck CFD, das in F rechtwinklig ist, <C=30° hat, also
DF=%-CD=3\/§ cm.

Ein Rhombus ABCD mit AC n BD = {0}, hat einen Umfang von 48 cm, und der Abstand zwischen dem Punkt B

und der Gerade CD ist gleich 6+/3 cm.
E sei der Symmetriepunkt des Punktes O in Bezug auf die Gerade AD. Bestimmt:

den Flacheninhalt des Rhombus ABCD; den Flacheninhalt des Vierecks ABCE. £
Losung: D
BF L CD, F € CD; dann ist d(B, CD):BF=6\/§ cm. Da ABCD ein Rhombus ist, F

folgt, dass U,,.,=4 - CD, wobei CD =12 cm, also Fl,,,, =CD-BF =723 cm?’.

BCD

A C
. 0
Aus Fl,., =AC2£ folgt, dass AC-BD=2-Fl,, =144+3 cm?. Da BC=12 cm, \V
folgt aus dem Satz des Pythagoras im Dreieck BCF, dass FC =6 cm, der Winkel B
BCF also 60° betragt, das Dreieck BCD also gleichseitig ist. Daher ist <BDC = 60°. Abbildung 22

Aber €BDC = «BDA (die Diagonale DB des Rhombus ABCD ist die Winkelhalbie-
rende des Winkels ADC), also <ADC =2 - <BDC =120° (Abbildung 22).

Da der Punkt E symmetrisch zu O in Bezug auf die Gerade AD ist, folgt, dass die Gerade AD die Mittelsenk-
rechte der Strecke EO ist, also d(D, E) =d(D, O), d. h., DE:DO:%BD:é cm. Das Dreieck DEO ist gleich-

schenkling. Wir erhalten <EDA = «BDA = 60°, also <EDC = <EDA + <ADC = 60° + 120° = 180°. Daraus folgt,
dass die Punkte E, D, C in dieser Reihenfolge kollinear sind, also CE=CD + DE=12 cm+ 6 cm =18 cm.

Wir stellen fest, dass AB || CD, also AB || CE. Da AD || BC und die Geraden AD und AE unterschiedlich sind, folgt

aus dem Parallelenaxiom, dass AE } BC ist. ABCE ist also ein Trapez, also Fl —w

ABCE

-904/3 cm?2.



Vorgeschlagene Aufgaben

Bestimmt den Flacheninhalt eines Rechtecks von 8 cm Lange und 7 cm Breite.

Bestimmt den Flacheninhalt eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks mit einer Kathete von 6 cm.
Bestimmt den Flacheninhalt eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks mit der Hypotenuse von 12 cm.
Bestimmt den Flacheninhalt eines Quadrats mit einer Seitenlange von 4 cm.

Bestimmt den Flacheninhalt eines Quadrats mit einer Diagonale von 8 cm.

Bestimmt den Flacheninhalt eines Parallelogramms mit einer Seitenlange von 9 cm und der entsprechen-
den Seitenh6he von 4 cm.

Bestimmt den Flacheninhalt eines Rhombus mit den Diagonalen von 10 cm und 16 cm.

Bestimmt den Flacheninhalt eines Trapezes mit den Grundlinien von 7 cm und 5 cm und der Hohe von 3 cm.
Bestimmt den Flacheninhalt eines Trapezes mit der Mittellinie von 14 cm und der Hohe von 8 cm.

Im Dreieck ABC liegt der Punkt M auf der Seite BC so, dass BM =2 cm und MC =6 cm. Zeigt, dass Fl,,.=3 - Fl,,,, ist.

Im Rechteck ABCD seien AB=12 cm, BC =8 cm und die Punkte M und P die Mittelpunkte der Seiten AB und
AD. Berechnet:

den Flacheninhalt und den Umfang des Rechtecks ABCD; den Flacheninhalt des Dreiecks ABC;

den Flacheninhalt des Dreiecks AMD; den Flacheninhalt des Dreiecks DMC;

den Flacheninhalt des Dreiecks DMP; den Flacheninhalt des Trapezes DCBM.

Der Rhombus ABCD hat einen Flacheninhalt von 36 cm®. Berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks ABC und
den Flacheninhalt des Dreiecks ABD.

Ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck hat einen Flacheninhalt vom 25 cm? Bestimmt die Lange der
Hypotenuse des Dreiecks.

Berechnet den Flacheninhalt des gleichschenkligen Trapezes ABCD, wenn AB || CD, «C=135°, AB=12cm,
CD =4 cmiist.

Berechnet den Flacheninhalt des Rechtecks ABCD, wenn AC = 15 cm und der Abstand vom Punkt B zur Gerade
AC 10 cm betragt.

Im Parallelogramm ABCD ist AB=7 cm, AD =12 cm und <A = 30°. Berechnet den Flacheninhalt des Paralle-
logramms ABCD.

Es sei das Viereck ABCD mit senkrechten Diagonalen (noch orthodiagonales Viereck genannt). Wenn
AC=10 cmund BD =20 cm, berechnet den Flacheninhalt des Vierecks ABCD.

Berechnet den Flacheninhalt eines orthodiagonalen gleichschenkligen Trapezes mit einer Mittellinie von 22 cm.

Ein Rhombus ist aquivalent zu einem Rechteck mit einem Flacheninhalt von 135 cm?® Bestimmt die Lange
einer Diagonale des Rhombus, wenn bekannt ist, dass die Lange der anderen Diagonale 15 cm betragt.

Berechnet den Flacheninhalt eines Parallelogramms ABCD, wenn bekannt ist, dass AC ~ BD = {0} und dass
der Flacheninhalt des Dreiecks AOB 11 cm? ist. By B> Bs By Bs Be

Die Abbildung 23 besteht aus 5 Quadraten mit einer Seiten-
lange von 2 Zentimetern. Berechnet den Flacheninhalt des
Rechtecks AA,B,B,, den Flacheninhalt des Dreiecks A A,B,

1" 661

und den Flacheninhalt des Trapezes A,B,BA.. A Az As _ As As A
Abbildung 23
Selbstbewertung @
1. Abbildung 24 stellt 4 Quadrate mit einer Seitenlange von 2 cm dar. Berechnet den 2 B 2
Flacheninhalt des Dreiecks ABC. )
2. Es sei das gleichschenklige Trapez ABCD mit AB || CD, AB=6 cm, CD=12 cm und
¥BCD = 45°. Zeigt, dass: ¢
a. der Flacheninhalt des Trapezes ABCD 27 cm? betragt; 2
b. der Flacheninhalt des Dreiecks ABC 9 cm? betragt.
3. Der Rhombus ABCD hat AB =10 cm und AC =16 cm. A2 2
Abbildung 24

a. Berechnet den Umfang von ABCD.
b. Bestimmt den Flacheninhalt des Rhombus ABCD.
c. Berechnet den Abstand vom Punkt B zur Gerade CD.
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Wiederholung und Bewertung

Konvexes Viereck. Die Summe der Winkelmafse eines konvexen Vierecks « Parallelogramm; Eigenschaften
« Mittellinie in einem Dreieck « Rechteck; Eigenschaften « Rhombus; Eigenschaften « Quadrat; Eigenschaften

« Trapez; Eigenschaften « Umfange und Flacheninhalte

Fir die Aufgaben 1-22 trage den Buchstaben, der der richtigen Antwort entspricht, in dein Heft ein. Fiir die Auf-

gaben 23-32 schreibe die vollstandigen Loésungen auf.

1.

10.

11.

12.

Eine Diagonale des konvexen Vierecks ABCD ist:
a. AD; b. BD.

. Wenn G der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist, das

in A rechtwinklig ist und AG =4 cm ist, dann ist BC:

a. 6cm; b. 8cm; c. 10cm; d. 12cm.

. Wenn AM Seitenhalbierende des Dreiecks ABC ist,

G der Schwerpunkt des Dreiecks und AG=12 cm,
ist, dann ist AM:

a. 12cm; b. 6 cm; c. 18cm; d. 24cm.

. Der Flacheninhalt eines Rhombus mit den Diago-

nalen von 12 cm und 6 cm ist gleich:

a. 72cm? b. 36cm* c. 18cm? d. 36 cm.

. Wenn ABCD ein Rechteck ist, AC~BD={0} und

AO =3 cm, dannist BD gleich:

a. 6cm; b. 3cm; c. 9cm; d. 12 cm.

. Wenn ABCD ein Parallelogramm ist und <A = 100°,

dann ist <D gleich:

a. 50° b. 100°  c. 150° d. 80°.

. Der Umfang eines Dreiecks betragt 30 cm. Der

Umfang des Dreiecks, der von seinen Mittellinien
bestimmt wird, ist gleich:

a. 15cm; b. 10cm.

. Wenn ABCD ein Quadrat ist, dann ist das Winkel-

mafs ACD gleich:
a. 60°;  h. 45°,

. Der Flacheninhalt eines Dreiecks mit einer Grundli-

nie von 12 cm und einer Hohe von 10 cm ist gleich:
a. 22cm?* b. 60cm? c. 120cm? d. 30 cm?.

Der Flacheninhalt eines Rechtecks mit der Lange
von 8 cm und der Breite von 6 cm ist gleich:

a. 48cm? b. 14 cm? d. 12 cm?

Der Umfang eines Rhombus mit einer Seite von
16 cm ist gleich:

a. 256 ¢cm;  b. 128cm; c. 32cm; d. 64 cm.

Die Mittellinie eines Trapezes betrdagt 10 cm. Wenn
die grofse Grundlinie 12 cm ist, dann ist die kleine
Grundlinie:

c. 28cm?;

a. 2cm; b. 1cm; c. 8cm; d. 22 cm.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Der Umfang eines gleichseitigen Dreiecks ist
gleich dem Umfang eines Quadrats. Das Verhalt-
nis der Seitenlange des Quadrats zur Seitenlange
des gleichseitigen Dreiecks ist gleich:

a. ﬂ; b. E; c. i; d. E
3 4 16 9
Ein Rhombus und ein Quadrat sind aquivalent. Der

Flacheninhalt des Quadrats ist gleich 144 cm?, und
die Lange einer Diagonale des Rhombus ist gleich
9 cm. Die Lange der anderen Diagonale des Rhom-
bus ist gleich:

a. 18 cm; b. 12cm; ¢ 32cm; d. 16cm.

Die Mittellinie eines Trapezes ist % der Lange der

grofden Grundlinie des Trapezes. Das Verhaltnis der
grofden Grundlinie zur kleinen Grundlinie ist gleich:

a. 6; b. E; c. 3; d. i.
2 3
Wenn die Diagonalen eines Parallelogramms ABCD

senkrecht zueinander stehen und «<BAD = 20° ist,
dann ist das Mafs des Winkels DBC gleich:

a. 80°; b. 160°  c. 10° b. 40°.
Die Anzahl der Symmetrieachsen eines Quadrats ist:
a. 2; b. 4.

Die Anzahl der Symmetrieachsen eines gleich-
schenkligen Trapezes ist:

a. 1; b. 0.

Die entsprechende Hohe der Hypotenuse eines

gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks betragt
10 cm. Der Flacheninhalt des Dreiecks ist gleich:

a. 100cm?* b. 200 cm’

Die Mittellinie eines Trapezes ist 12 cm und die
Hohe des Trapezes ist 7 cm. Der Flacheninhalt des
Trapezes ist gleich:

a. 42cm?  bh. 84cm’.

Im Rechteck ABCD ist <ADB = 60°. Das Mafs des
Winkels BCA ist gleich:

a. 30°; b. 60°.

In dem Rhombus ABCD ist «BCD=30° und

AB =14 cm. Der Abstand vom Punkt D zur Geraden
BC ist gleich:

a. 28cm; b. 7 cm.



23. Welche der folgenden Aussagen ist richtig und
welche ist falsch?

a. Die Seite eines Quadrats mit der Flache von
49 cm?ist 7 cm.

b. Die Mittellinie eines Trapezes ist gleich der hal-
ben Summe der Grundlinien.

c. Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist auch der
Mittelpunkt einer Seitenhalbierenden des Drei-
ecks.

d. Im Rhombus stehen die Diagonalen senkrecht
aufeinander.

24. Gebt jedem Bruch in Spalte A den entsprechenden
Namen in Spalte B.

A B
Fl=L-1 Flacheninhalt des Rhombus
Fl = d,-d, Flacheninhalt des Rechtecks
2 Flacheninhalt des Parallelo-
: (B +b) . gramms
Fl= 2 Flacheninhalt des Trapezes

25. Bestimmt die natiirlichen Zahlen a, b, c und d in
der folgenden Tabelle:

Flacheninhalt des

Quadrats ABCD, a, b, cd
ACnBD={0}
16 AB=a
64 Fl,,=b
100 Al =€
25 AC-BD=d

26. Bestimmt die Zahlen a, b, c und d, fiir die die fol-
genden Aussagen wahr sind.

Wenn MN die Mittellinie in ABC ist, MN || BC,
MN =13 cm, dann ist BC =a cm.

Wenn der Flacheninhalt des Rhombus
ABCD =18 cm?und AC = 6 cm ist, dann ist
BD=b cm.

Wenn ABCD ein Parallelogramm ist, <A =30°
und AD =18 cm, dann ist d(D, AB) = c cm.

Wenn der Flacheninhalt des Quadrats ABCD
gleich 64 cm?ist, dann ist der Abstand von A
zur Gerade BD gleich d cm.

Systematischer Beobachtungsbogen

27.

28.

29.

30.

31.

32.

4

Es sei das Quadrat ABCD, wobei AB =8 cm ist. Die
Punkte M und P sind die Mittelpunkte der Seiten DC
und BC des Quadrats ABCD.

a. Zeigt, dass der Flacheninhalt des Dreiecks ADM
16 cm?ist.

b. Berechnet den Flacheninhalt des Vierecks
AMPB.

Im Trapez ABCD, AB || CD, AB=8cm, DC=12 cm,
ist der Winkel C 30° und AD L BC. E sei ein Punkt
auf der Seite CD, sodass CE =8 cm ist.

a. Zeigt, dass das Viereck ABCE ein Parallelo-
gramm ist.

b. Berechnet die Lange der Seite AD des Trapezes.

Der Punkt M sei der Mittelpunkt der Seite BC des
Parallogramms ABCD und AM N DC = {P}.

a. Beweist, dass die Dreiecke DMC und MCP glei-
che Flacheninhalte haben.

b. Bestimmt das Verhéaltnis zwischen dem Fla-
cheninhalt des Dreiecks ADM und dem Flachenin-
halt des Parallelogramms ABCD.

Die gleichseitigen Dreiecke ABM und BCP werden
aufderhalb des Rechtecks ABCD konstruiert.

a. Beweist, dass das Dreieck MDP gleichseitig ist.
b. Zeigt, dass MB L CP.

Im Rhombus ABCD mit AC~BD={0} sind die
Punkte E und F die Mittelpunkte der Seiten AD bzw.
AB, und H ist ein Punkt auf der Gerade CD, sodass
EH || AC. Zeigt, dass:

a. das Viereck BDEF ein gleichschenkliges Trapez
ist;
b. die Punkte F, O und H kollinear sind.

Das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm mit
AC=BD und AD=4cm. O sei der Mittelpunkt der
Strecke AC und E ein Punkt auf der Seite AB, sodass
AE=3cmund EO 1 BD.

a. Zeigt, dass der Flacheninhalt des Dreiecks ADE
gleich 6 cm?’ ist.

b. Bestimmt den Umfang des Vierecks ABCD.

» Ich war sehr daran interessiert, Neues Uber Losungsmethoden von Aufgaben zu lernen.
» Meine Teilnahme am Mathematikunterricht wurde von meinen Mitschiilern und der Lehrkraft geschatzt.
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1. Lektion

2. Lektion

e ™

3. Lektion

4.Lekﬁoh

5. Lektion

Der Kreis

Der Kreis. Sehnen und Bogen in einem Kreis. Eigenschaften

Umfangswinkel

Tangenten eines Kreises

A= L
. T b - y o g
- a2 - NV S T 7 R

Regelmaifdige Vielecke, die dem Kreis einbeschrieben sind




Der Kreis ist eine grundlegende Form, die tberall
zu finden ist, von den Atomen bis zu den Sternen,
und die der Menschheit mit der Erfindung
des Rades Mobilitat gegeben hat. Es ist eine
geometrische Figur ohne scharfe Kanten, die eine
schnellere Veranschaulichung von Vorgangen
ermoglicht und daher in Diagrammen verwendet
wird. Der legendare Konig Artus wollte, dass
alle Ritter an seinem Hof als gleichberechtigt
angesehen werden und nicht um einen hoheren
Rang kampfen. Menschen, die an einem runden
Tisch sitzen und sich unterhalten, flihlen sich
gleichberechtigt.
'.'-;
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1. Lektion: Der Kreis. Sehnen und Bogen in einem Kreis.

Eigenschaften
Schliisselworter
Kreis Bogen Sehnen Mittelpunktswinkel Durchmesser Radius
Sehnen und Bogen im Kreis
— Ber Mond
(DidBe |1
Die Sonne, der Planet Erde und der natirliche Satellit der Erde, der ‘-\ /A
Mond, sind in der nebenstehenden Abbildung schematisch dargestellt. ,.“' )\
Die Darstellung erfolgt durch drei Kreise. Durch Analyse des Mafsstabs | @ i
der Platte lassen sich die Radien der drei Himmelskorper und die Abstande A / ?
zwischen ihnen berechnen. — 7
Wir erweitern und erinnern an die folgenden Konzepte, die in der 6. f
Klasse eingefiihrt wurden. —

Merke dir!

Der Kreis

Bei einem Punkt O und einer positiven reellen Zahl r nennen wir einen Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r die
Menge der Punkte in der Ebene PP im Abstand r vom Punkt O. Wir bezeichnen C(O, r) = {M € P|OM = r}. Wir defi-
nieren auch die folgenden Mengen:

IntC(O, r) = {M € P|OM < r}, genannt das Innere des Kreises mit Mittelpunkt O und Radius r;

ExtC(0, ) = {M e P|OM > r}, genannt das AufSere des Kreises mit Mittelpunkt O und Radius r;

D, n=C(0,n ulIntCO,r) ={M e P|OM<r}, bezeichnet durch die Scheibe mit Mittelpunkt O und Radius r.

Co,n={MeP|oM=r} IntC(O,nN={MeP|OM<r} ExtC(O,n={MeP|OM>r} D(,n= C(Or)uIntC(Or)_
—{MePlom<r}

O C

Kreissehne
Die Strecke, die an zwei verschiedenen Punkten eines Kreises endet, wird als Sehne Aﬁ\
bezeichnet. C D
Eine Sehne, die den Mittelpunkt des Kreises enthalt, wird als Durchmesser bezeichnet. 0
Die Enden eines Durchmessers werden als diametral entgegengesetzte Punkte bezeichnet. U
In einem Kreis mit dem Radius rist die Lange jedes Durchmessers gleich 2r und grofser
oder gleich der Lange jeder anderen Sehne. Abbildung 1
In Abbildung 1 sind AB und CD zwei Sehnen eines Kreises. Aufserdem ist die Sehne CD

ein Durchmesser, weil sie den Mittelpunkt O des Kreises enthalt. Die Punkte C und D, die
Enden des Durchmessers CD, sind diametral entgegengesetzte Punkte.

Mittelpunktswinkel

Ein Winkel, dessen Scheitelpunkt im Mittelpunkt eines Kreises liegt, heifst Mittelpunkts-
winkel.

Die Winkel AOB und COD in Abbildung 2 sind Mittelpunktswinkel im Kreis mit dem Mit-
telpunkt O und dem Radius r. Abbildung 2
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Kreisbogen

Die Menge der Punkte eines Kreises, die auf derselben Seite einer Sehne liegen, sowie die Enden der Sehne
werden als Bogen bezeichnet.

Die Enden der Sehne sind auch die Enden des Bogens.

Zwei diametral entgegengesetzte Punkte auf einem Kreis bilden zwei Bogen, die Halbkreise genannt werden.

Zwei verschiedene Punkte A und B auf einem Kreis, die nicht diametral entgegengesetzt sind, ergeben zwei
Kreisbogen:

« kleiner Bogen AB - die Menge der Punkte auf dem Kreis innerhalb des Winkels AOB, zu

der wir die Punkte A und B hinzufiigen; 4
« grofder Bogen AB - die Menge der Punkte auf dem Kreis aufserhalb des Winkels AOB, zu c

der wir die Punkte A und B hinzufligen. £

Um Verwechslungen zwischen den beiden Bogen zu vermeiden, wird flir die Schreib- B
weise des grofsen Bogens ein anderer Punkt auf dem Bogen verwendet; in Abbildung 3
wird der grofse Bogen AB beispielsweise mit ACB bezeichnet, wobei der Punkt C ein Abbildung 3

Punkt auf dem Kreis ist, der aufserhalb des Winkels AOB liegt.

Maf3 eines Bogens .

Das Mafs des kleinen Bogens AB ist gleich dem Mafs des Mittelpunktwinkels AOB, und das Mafs des grofsen
Bogens AB ist gleich 360° — <AOB.

Das Mafs eines Halbkreises ist 180° und das Mafs eines Kreises ist 360°.

Zwei Bogen AB und CD desselben Kreises oder Bogen zweier kongruenter Kreise heifsen kongruent, wenn sie
das gleiche Mafs haben. Wir stellen fest: AB=CD.

Eigenschaften von Kreissehnen und -bogen

Merke dir!

Lehrsatz 1 (betreffend Bogen mit entsprechenden kongruenten Sehnen und umgekehrt)

Zwei Kreissehnen sind genau dann kongruent, wenn die Bogen, die von den beiden Sehnen begrenzt werden,
kongruent sind.

=" A Voraussetzung: A,B,C,Dec(C(O,rn) ,<" A Voraussetzung: A,B,C,D e C(O,r)

/ ABiCDA / @ _ C/B

B Schlussfolgerung: AB=CD B Schlussfolgerung: AB=CD
'A Beweis: 'A Beweis:
CXT*— AAOB=ACOD (SSS) = T

D - > AB=CD = +A0B= +COD =
= %AOB = %COD = AB=CD. = AAOB = ACOD (SWS) => AB = CD.

Auf einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r=4 cm sind die Punkte A, B, C, B —"—"C
D in dieser Reihenfolge so zu betrachten, dass AB=BC=CD= DO (Abbildung 4).
Beweist, dass die Punkte A, O, D kollinear sind und AC = BD.

Beweis:

AB=B0O=A0 = AAOB ist gleichseitig = <AOB = 60°.

BC=CO=0B = ABOC ist gleichseitig = ¥BOC = 60°.

CD =DO0O = CO = ACOD ist gleichseitig = «COD = 60°.

Wir erhalten <AOD = 60° + 60° + 60° = 180°, sodass die Punkte A, O und D kollinear sind.

—_—

Also, ABC = AB+BC =BC +CD =BCD, also AC = BD. Abbildung 4

Merke dir!

Lehrsatz 2 (betreffend den Durchmesser senkrecht zu einer Sehne)

Wenn A und B zwei Punkte auf einem Kreis sind, dann enthalt der Durchmesser senkrecht zur Sehne AB den
Mittelpunkt der Sehne AB und die Mittelpunkte der Bogen AB (kleiner und grofser Bogen).
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] Voraussetzung: A,Be C(O,r)
" OM L AB, M e AB
oMnCO,r) = {P, 0)
Schlussfolgerung: AM=MB
AP=PB, AQ=0B

A

Abbildung 5 Q
Beweis:

Im gleichschenkligen Dreieck OAB (mit OA = OB als Radien im Kreis) ist OM die HOhe, also auch die Seitenhalbie-
rende und die Winkelhalbierende des Winkels AOB (Abbildung 5). Daraus ergibt sich AM = MB und <AOP = <BOP.

Da AP = <AOP = <BOP = PB ist, ergibt sich AP = F/’E
Da die Strecke PQ ein Durchmesser ist, sind die Bogen F% und F/’I§5 Halbkreise, also kongruent. Folglich ist
;\T) = B/E die Differenz der kongruenten Bogen.

Kehrsatz des Satzes 2. Teilt ein Kreisdurchmesser eine Sehne oder einen der durch sie bestimmten Bogen in
kongruente Teile, so steht dieser Durchmesser senkrecht auf der Sehne.

Auf dem Kreis C(O, r) seien die Punkte A und B so gewahlt, dass AB =120°. M sei der Fufspunkt der von O auf AB
gezogenen Senkrechte. Berechne die Lange des Radius des Kreises, wobei OM =5 cm ist.

Beweis: - .
__Psei der Schnittpunkt der Geraden OM mit dem kleinen Bogen AB. Nach Lehrsatz 2 sind die Bogen AP und
PB kongruent, also sind auch die entsprechenden Mittelpunktswinkel <AOP und «BOP kongruent. Daraus folgt,

<XAOP =<«BOP = % <AOB = 60°. Da OA = OP (als Radien im Kreis) ist, folgern wir, dass das Dreieck OAP gleichseitig

ist. Da AM L OP ist, ergibt sich, dass M der Mittelpunkt der Strecke OP ist, sodass der Radius des Kreises gleich
OP=2-0M=10cmist.

Merke dir!
Lehrsatz 3 (betreffend Bogen zwischen zwei parallelen Sehnen)
Die Bogen und Sehnen zwischen zwei parallelen Sehnen sind jeweils kongruent.

M
p o Voraussetzung: A,B,C,D e C(O,r)
AB || CD
D c C ¢ BAD
Schlussfolgerung: ADEBC,@EBE
Abbildung 6 3 LR

Beweis: Wir konstruieren, wie in Abbildung 6, den Durchmesser MP senkrecht zur Sehne AB so, dass M auf dem
Bogen CAD liegt. Da AB || CD ist, leiten wir ab, dass der Durchmesser MP auch senkrecht auf der Sehne CD steht.

Nach Lehrsatz 2 ist der Punkt M der Mittelpunkt des Bogens EZEJ, und der Punkt P der Mittelpunkt des Bogens
CD. Da die Bogen PAM und PBM Halbkreise sind, erhalten wir AD = 180°—m—@ = 180°—B_I‘\/I—PAC = 873, also

sind die Bogen AD und BC kongruent. Aus Lehrsatz 1 folgt, dass AD = BC.
Kehrwert des Satzes 3. Wenn A, B, C, D Punkte auf einem Kreis sind, in dieser Reihenfolge, sodass AD = BC

oder AD = /BT? dann AB || CD.

Zeigt, dass das Parallelogramm ABCD ein Rechteck ist, wenn seine Eckpunkte auf
einem Kreis liegen.
Beweis: Da ABCD ein Parallelogramm ist, haben wir AB || CD und AD || BC (Abbildung 7).

Aus Lehrsatz 3 folgt, da AB || CD, dass AD=BC, und aus AD || BC folgt, dass AB=CD.

—_—

kreise sind, also ist AC der Durchmesser. Analog erhalten wir, dass BD der Durchmesser
ist, also ist AC = BD. Da ABCD ein Parallelogramm mit kongruenten Diagonalen ist, ist Abbildung 7
es ein Rechteck.



Merke dir!

Lehrsatz 4 (betreffend gleich weit vom Mittelpunkt entfernte Sehnen)
Zwei Sehnen eines Kreises sind genau dann kongruent, wenn sie gleich weit vom Mittelpunkt des Kreises ent-

fernt sind.
=" A
Voraussetzung:
/ A B,C,DeCO,n
B « AB=CD
» OM L AB, M € AB,
c ( OP L.CD,P < CD

Schlussfolgerung: OM = OP

Voraussetzung:
A, B,C,DeC(O,n
OM 1L AB,M e AB,
OP LCD,P e CD
OM=0P

Schlussfolgerung: AB=CD

D D
Beweis: Beweis:
Aus OM | AB, OP 1 CD, ergibt sich aus Lehrsatz 2, dass Da OB=0C=r, OM=0P und OM 1 AB, OP 1 CD, ergibt
AB CD sich AMOB = APOC (der Fall HK), also MB = CP.
BM=7=7=CP' Laut Lehrsatz 2 haben wir dann:

Da OB=0C=r, BM=CP und OM L AB, OP 1 CD, folgern AB=2+BM=2-CP=CD.

wir, dass AMOB = APOC (HK), also OM = OP.

Betrachtet die Punkte A, B und C auf einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius 10 cm. Wenn A
AB =AC und <BAC = 60°, berechnet den Abstand zwischen dem Punkt O und der Gerade AB. y
B

Beweis:
Wir konstruieren OM 1 AB, M € AB,und OP | AC, P € AC. Aus Lehrsatz 4 folgt, dass OM = OP.
Dann ist AAOM = AAOP (der Kongruenzfall HK), also <OAM = <0AP, also <OAM = 30° (Abbil-
dung 8). Auf das rechtwinklige Dreieck AOM wird die Winkeleigenschaft mit dem Mafs 30° ¢
Abbildung 8

angewandt, daraus ergibt sich, dass d(0, AB)=0M :% =5cm ist.

Bemerkungen

1. Wenn ein Trapez die Eckpunkte auf einem Kreis hat, dann ist das Trapez gleichschenklig.
Beweis:
ABCD sei ein Trapez mit Eckpunkten auf einem Kreis und AB || CD. Nach Lehrsatz 3 sind die Bogen zwischen

den parallelen Geraden AB und CD kongruent, d. h., /TE\)EBAC, und, da kongruente Bogen kongruenten Sehnen

entsprechen (Satz 1), ergibt sich AD = BC, d. h., das Trapez ABCD ist gleichschenklig.

2. Liegt ein Rhombus mit seinen Eckpunkten auf einem Kreis, so ist der Rhombus ein Quadrat.
Beweis:
Wir haben bereits bewiesen, dass ein Parallelogramm mit Eckpunkten auf einem Kreis ein Rechteck ist. Daher
ist ein Rhombus, dessen Eckpunkte auf einem Kreis liegen, auch ein Rechteck, also ist ein solcher Rhombus
ein Quadrat.

Portfolio

1. Ermittelt mithilfe einer Internetsuchmaschine vier Logos, die den Kreis verwenden.
2. Schreibt und beweist die Kehrsatze der in dieser Lektion aufgestellten Satze 2 und 3. Sammelt diese Seiten in
eurer Portfoliomappe zur Kreisgeometrie.

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

In Abbildung 9 ist BC || OE. Beweist, dass BD = 2-CE.

Losung:
Sei EON C(0, r) = {M, E}. Da BC || ME ist, folgt gemaf Lehrsatz 3, dass BM =CE ist (1).

Aufserdem ist zu beachten, dass <MOD = <EOC (Scheitelwinkel), also DM = (:‘E (2).
Aus (1) und (2) ergibt sich BD=BM+MD=2-CE.

Abbildung 10
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Wir erhalten 5x +11 =3x+19, alsox=4cm, alsoOA=5-4+11=31cm.

Man betrachte den Kreis mit dem Mittelpunkt O, wie in Abbildung 10, und den kongru-
enten Sehnen BC und FG. Wenn OA L BC, A € BC, OH 1L FG, H € FG, und OA=5x+11cm,
OH =3x+ 19 cm, dann berechnet die Lange der Strecke OA.

Losung;:
Da BC = FG ist, folgt aus Lehrsatz 4, dass OA = OH ist.

Abbildung 10

Vorgeschlagene Aufgaben
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Punkten M, N, P, O, Sund T. Berechnet die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt aus den
dargestellten Punkten ausgewahlt wird:
innerhalb des Kreises mit Mittelpunkt O und Radius r;
auf dem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r;
auf dem Diskus mit dem Mittelpunkt O und dem Radius r;
aufserhalb des Kreises mit Mittelpunkt O und Radius r.
Auf einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r seien MP und NQ zwei Durchmesser.
Beweist, dass NP = MQ. Wenn NP = OP, berechnet das Mafs des Winkels PMN.
Auf einem Kreis mit Mittelpunkt O liegen die Punkte A, B, C so, dass AB=BC =CA. Abbildung 11
Bestimmt das Mafs des Winkels AOB.
Auf einem Kreis werden die Punkte A, B, C und D in dieser Reihenfolge so gewahlt,

dass AB = 60° ist, AC =80° und DC =120°. Berechnet das Maf der Bogen AD und BC.
Betrachtet die Punkte A, C, D und B in dieser Reihenfolge auf einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r.

Wenn A, O, B kollinear sind, AD =130°und CD = 80°, dann beweist, dass AC=DB und AD =BC.

Innerhalb eines Kreises mit Mittelpunkt O und Radius r sei ein Punkt A, A = O. Konstruiert zwei Punkte B und
C auf dem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r, sodass das Viereck OBAC ein Rhombus ist.

Nehmt auf einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r die Punkte A, B und C so an, dass das Dreieck ABC nicht
gleichschenklig ist. Konstruiert zwei Sehnen CP und CQ so, dass PC=CQ = AB.

Auf einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r sind die Punkte A, B und C so beschaffen, dass AB=AC. Wenn
der Punkt M der Mittelpunkt der Strecke BC ist, beweist, dass die Punkte A, O und M kollinear sind.

In einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r sei ein Durchmesser AB gegeben. Die Punkte C, D, E liegen in
dieser Reihenfolge auf einem der durch den Durchmesser AB bestimmten Halbkreise, sodass die Bogen AC,
CD, DE und EB kongruent sind. Zeigt, dass das Viereck CEQP ein Quadrat ist, wobei P und Q auf dem Kreis lie-
gen, sodass CQ und EP Durchmesser sind.

Auf einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius r sind die Punkte A, B, P, Q und D so zu betrachten, dass
<POQ =40°, <AOB = 80° und der Strahl OD die Winkelhalbierende des Winkels AOB ist. Beweist, dass AD = PQ.
Auf einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius 12 cm sind die Punkte A, B, C so zu betrachten, dass AB=AC und
<BAC=90°. Wenn OP 1L AB, P € AB, OQ L AC, Q € AC, dann berechne den Flacheninhalt des Vierecks APOQ.

Eine Sonnenfinsternis tritt auf, wenn der Mond vor der Sonne zwischen der Erde und

der Sonne vorbeizieht. Wenn die Scheibe des Mondes die Scheibe der Sonne vollstandig

bedeckt, ist das helle Bild der Sonne vollstandig verdeckt, und fiir ein bestimmtes Sicht-

feld und eine bestimmte Dauer, die in der Gréfsenordnung von einigen Minuten liegt, han-

delt es sich um eine totale Sonnenfinsternis, wie auf dem nebenstehenden Bild. Nennt

weitere Beispiele von Alltagsgegenstanden, in denen Kreise und Disken vorkommen.

Abbildung 11 zeigt einen Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius r und den
S Q
’ T

Test

1. Die Abstande vom Mittelpunkt eines Kreises zu zwei parallelen Sehnen sind 4 cm und 6 cm. Berechnet den
Abstand zwischen den Mittelpunkten der beiden Sehnen. Wie viele Situationen gibt es?
2. Beweist, dass die Mittelpunkte von fiinf kongruenten Kreissehnen auf einem Kreis liegen.

3. In einem Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius 10 cm seien die Sehne AB und der Durchmesser CD so,

dass AB 1 CD und AC = 60°. Berechnet die Lange der Sehne AC und den Abstand vom Punkt C zur Sehne AB.



2. Lektion: Umfangswinkel

Schliisselworter

Umfangswinkel Punkt aufserhalb des Kreises

Merke dir!

Ein Winkel, dessen Scheitelpunkt auf einem Kreis liegt, wird als Umfangswinkel bezeichnet, wenn seine Schen-

X
Z
Y

Abbildung 4

kel Sehnen des Kreises enthalten.

A E
B / . 0
F
Abbildung 1 Abbildung 2 Abbildung 3

In Abbildung 1 ist der Winkel BAC ein Umfangswinkel in dem Kreis C(O, r). Wir sagen, dass der Winkel BAC den
Bogen BC umfasst oder dass der Bogen BC zwischen den Schenkeln des Winkels BAC liegt. Der Winkel mit der
Bezeichnung DEF in Abbildung 2 umfasst den Bogen ﬁ-‘, und der Winkel mit der Bezeichnung MPQ in Abbildung 3

umfasst den Bogen I\/4_5 Der Winkel XYZ in Abbildung 4 ist kein Umfangswinkel.

Merke dir!

Lehrsatz. Das Mafs eines Umfangswinkels ist gleich der Halfte des Mafdes des Kreisbogens, den er umfasst.

Beweis:
Es seien A, B, C € C(O, r). Wir beweisen, dass «<BAC = % ‘BC.

Es werden drei Falle untersucht, die von der Lage des Kreismittelpunkts O in Bezug auf den Winkel BAC abhan-

gen, wie in den folgenden Abbildungen dargestellt:
A A

{ )

C D
Fall I Fall IT

Fall I: Der Mittelpunkt des Kreises liegt auf einem Schenkel des Winkels BAC.

Punkt innerhalb des Kreises

Der Winkel BOC liegt aufserhalb des gleichschenkligen Dreiecks AOB mit der
1

1

<BAC = <BAO = E-{BOC . Da BOC Mittelpunktswinkel ist, folgt, dass <BAC = E-{BOC =3

Fall II: Der Mittelpunkt des Kreises liegt im Inneren des Winkels BAC.
Sei AO " C(O, r)={A, D}. Nach Fall I erhalten wir: <BAC = «BAD +<«DAC =

Fall III: Der Mittelpunkt des Kreises liegt im AufSeren des Winkels BAC.
Sei AO N C(O, r) = {A, D}. Nach Fall I erhalten wir: <BAC = <BAD — «<DAC =

N

N |

—

-BD +

BD

NP

N |

1

.CD

S)
I

N |-

N |-

Basis AB, also

BC .

3)

3)
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E] Bemerkungen
o 1 Umfangswinkel, die in einen Kreis denselben Bogen 2. Jeder Umfangswinkel (ber einen Halbkreis ist ein
einschliefsen, sind kongruent. rechter Winkel.
Bf E D
A C

<):ACB=<ADB=<AEB=%-/@ <ABC = <ADC = AC :2=180°:2 =90°

@ Portfolio

Beweist die folgenden Eigenschaften, schreibt sie auf und sammelt diese Seiten in der Mappe Kreisgeometrie.
1. Das Mafs eines Winkels, dessen Scheitelpunkt innerhalb des Kreises liegt, ist gleich dem Halbsummenwert der
Mafse der Bogen, die auf dem Kreis durch die Seiten des Winkels und ihre Verlangerungen bestimmt werden.

Voraussetzung: A,B,C,D e C(O,r)
P e Int(C(0, )
AD~BC={P}

Schlussfolgerung: «<APB = %-(,?B + CT))

Hinweis: Die Winkel ADB und CBD sind Umfangswinkel in einem Kreis und der Winkel
APB liegt aufserhalb des Dreiecks BDP.

2. Das Mafs eines Winkels, dessen Scheitelpunkt aufserhalb eines Kreises liegt, ist gleich dem Absolutwert der
halben Differenz der Mafse der Bogen, die die Schenkel des Winkels auf dem Kreis bestimmen.

Voraussetzung: A,B,C,D e C(O,r)
, P e Ext(C(0, )
D AD N BC={P}
& Schlussfolgerung: «<APB = % . (Z\—B - 65)

A
)

B
c\_/

Hinweis: Die Winkel ADB und CBD sind Umfangswinkel in dem Kreis und der Winkel
ADB liegt aufserhalb des Dreiecks BDP.

3. Die Summe der Mafse der gegentiberliegenden Winkel eines Vierecks, bei dem alle Eckpunkte auf einem Kreis
liegen, ist gleich 180°.

Voraussetzung:  ABCD konvexes Viereck
Ay B; C; D € C(Oy r)

Schlussfolgerung: <A + <C=<B+ <D =180°

Hinweis: Die Winkel BAD und BCD sind Umfangswinkel, ebenso die Winkel ABC und
ADC.

Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

1. Man betrachte die Punkte A, B, C und D auf dem Kreis C(O, r).
a. Wenn <ACB = 73°, bestimmt das Mafs des Winkels AOB.

b. Wenn BC = 36¢ ist, berechnet die MaRe der Winkel BOC und BAC.

c. Wenn <ADC = <ABC = 84° ist, zeigt, dass AC und BD keine gemeinsamen Punkte haben.
Losung:

a. AB=2.<ACB=146°=<AOB.
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Wenn A auf dem grofsen Bogen BC liegt, dannist «BOC = BC = 36°, und «BAC =%B/E =18°.
Wenn A auf dem kleinen Bogen BC liegt, dann «BAC :%~(360°—36°) =162°.

Wenn D auf dem Bogen ABC liegt, dann haben die Strecken AC und BD keine gemeinsamen Punkte, und

die Winkel ADC und ABC umfassen den kleinen Bogen AC, also <ADC = % AC = <ABC = 84°.

Nehmen wir an, dass es einen Punkt D auf dem Kreis gibt, fir den <ADC = <ABC = 84° gilt, und die Strecken
AC und BD schneiden sich, sodass B und D auf beiden Seiten der Gerade AC liegen. Dann hat das Viereck

ABCD alle Eckpunkte auf C(O, r) und es folgt, dass 168° = <ABC + <ADC = ADC : 2 + ABC : 2 = 180, falsch.

D befindet sich also auf dem Bogen Z\R‘ und die Strecken AC und BD schneiden einander nicht.

Auf dem Kreis C(O, r) seien die Punkte A, B und C so, dass die Mafde der kleinen Bogen Z\—é AC und BC direkt
proportional zu den Zahlen 6, 8 und 10 sind. Bestimmt die Winkelmafde des Dreiecks ABC und beweist, dass
<ATC = <ABC ist, wobei der Punkt T der Schnittpunkt der Geraden AO und des kleinen Bogens BC ist.

Losung: . . .

Die Voraussetzung besagt, dass k > 0 ist, also AB =6k°, AC =8k° und BC = 10k°.

Da AB+BC > AC ist, folgt daraus, dass ABC >180° ist, sodass der kleine Bogen AC den Punkt B nicht ent-
halt.

Daraus folgt, dass 24k° = AB+BC+AC = 360°, also k=15. Also AB = 90°, AC =120° und BC = 150°.

Wir erhalten <BAC :%-BAC =75°, <ABC = % AC =60° und <ACB = % AB = 45°.,

Die Winkel ATC und ABC umfassen den kleinen Bogen ,?C‘ und <ATC :%AAC =60°=<ABC.

Vorgeschlagene Aufgaben

Betrachtet ein Dreieck ABC, das einem Kreis C(O, r), einbeschrieben ist, sodass der Mittelpunkt O im Inne-
ren des Dreiecks liegt. Gebt den Wahrheitswert der folgenden Aussagen an:
Der Winkel AOB ist ein Umfangswinkel in C(O, r). Der Winkel ABC ist ein Umfangswinkel in C(O, r).
Der Winkel CAB ist kein Umfangswinkel in C(O, r). Der Winkel OBC ist kein Umfangswinkel in C(O, r).

Zeichnet einen Kreis C(0O, r) und wahlt die Punkte A, B, C, D auf dem Kreis so, dass sich B und D diametral
gegenliberliegen. Flllt die Liicken aus, sodass die Aussagen wahr sind.

Der Winkel AO... ist kein Umfangswinkel in C(O, r).

Die Winkel OB... und OB... sind Umfangswinkel.

Die Winkel BA... und BA... sind Umfangswinkel in einem Kreis.

Die Winkel DA... und BC... sind kongruent.

Bestimmt den Wert von x in jedem der in den Abbildungen 5, 6 und 7 dargestellten Falle:

” =

Abbildung 5 Abbildung 6 Abbildung 7

Die Punkte A, B, C und D liegen, in dieser Reihenfolge, auf C(O, r). Wenn AB = 80°, CD =60° und DA = 120¢,
berechnet die Mafse der Winkel ABD, ABC, BAC, CDA, CDB und ACB und beweist, dass die Punkte A, O und
C kollinear sind.
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Die Punkte A, B, C und D liegen auf dem Kreis C(O, r). Wenn AB und CD senkrechte Durchmesser sind und
der Punkt P auf dem kleinen Bogen 24?, mit AP = 20°, liegt, berechne die Mafse der Winkel CPD, PCD, CPB,
DPB, DPB, PBA und APD.

Die Punkte A, B und C auf dem Kreis C(O, r) seien so, dass die Mafde der Bogen @, AC und BC direkt pro-
portional zu den Zahlen 9, 12 und 15 sind. Bestimmt die Mafde der Winkel des Dreiecks ABC.
In Abbildung 8 sind die Bogen AAB 873 @ Lﬁ:‘ ElE I% GH und HA kongruent.
Berechnet die Bogenmafse @, 2\3, AD und AE.
Berechnet die Mafde der in der Abbildung markierten Winkel.

Beweist, dass AD=DG =GB =BE = EH = HC = CF = FA.

Das Quadrat ABCD hat alle Eckpunkte auf einem Kreis, und AB L AD und AC L BD.
Beweist, dass: Abbildung 8

AD =CD; <BAC = <ADB.

Die Punkte A, B und C liegen auf einem Kreis, flir den AB = 46° und BC =134° gilt. Bestimmt die Winkelmafse
des Dreiecks ABC. Wie viele Losungen hat die Aufgabe?

Die Punkte A, B, C und D liegen auf dem Kreis C(O, r), sodass sich A und B diametral gegenlberliegen, die
Halbgerade OC ist die Winkelhalbierende von DOB und die Halbgerade OD ist die Winkelhalbierende von AOC.

Wenn CD =4 cm ist, bestimmt die Lange des Radius des Kreises.

Bestimmt das Mafs des Winkels BAC.

Wenn M und N die Schnittpunkte der Mittelsenkrechten der Strecken CD mit dem Kreis C(O, r) sind, berech-
net <CDM + <DCN.
Betrachtet das Dreieck ABC, das dem Kreis C(O, r) einbeschrieben ist, mit <A =72° und B =48°. Es seien
A", B, C" e C(O, r), sodass die Geraden AA’, BB' und CC’ die Hohen des Dreiecks ABC sind. Bestimmt die Mafie
der kleinen Bogen E/ﬁ”, CAB’, AC’ , ,@, B'C'und C'A.

Man betrachte die Punkte A, B, C, D auf dem Kreis C(O, r), sodass BC die Mittelsenkrechte der Strecke OA ist
und CD || OA. M sei der Mittelpunkt des Radius OD und der Punkt E, sodass CM n C(O, r) = {C, E}.

Beweist, dass die Punkte B, O und D kollinear sind.
Bestimmt das Mafs des Winkels CAD.

Beweist, dass die Punkte A, O und E kollinear sind.

Test

1. Die Punkte A, B und C liegen auf C(0, r), sodass AB =120°. ist. Bestimmt das Maf der Winkel AOB und ACB. Wie
viele Losungen gibt es?

2. Die Punkte A, B, Cund D liegen in dieser Reihenfolge auf einem Kreis, sodass AB =60° und CD = DA = 100°.
Bestimmt die Mafse der Winkel ABD, BCD und ADC.

3. Das Viereck ABCD hat alle Eckpunkte auf dem Kreis C(O, r). Wenn <ACB =32° und <ABD = 58° ist, beweist,

dass BD der Durchmesser ist.



3. Lektion: Tangenten eines Kreises

Schliisselworter
Tangente Beriihrpunkt Sekanten Gerade aufserhalb des Kreises

struiert werden.

Beweis: Sei M ein Punkt aufRerhalb des Kreises C(O, r) und T ein Punkt auf dem Kreis, sodass MT den Kreis
berlihrt. Aus Lehrsatz 1 folgt, dass MT L OT ist, also <MTO =90°, d. h., T liegt auf dem Kreis C' mit dem Durch-
messer OM. Die Kreise C(O, r) und C' sind sekant; ihre Schnittpunkte T, und T, sind die beiden gesuchten Bertihr-
punkte, und die Tangenten von M an den Kreis sind die Geraden MT, und MT,,.

Lehrsatz 3. Die Strecken, bestimmt von einem Punkt aufserhalb des Kreises und den Beriihrpunkten der Tan-
genten aus diesem Punkt an den Kreis, sind kongruent.

Voraussetzung: M e ExtC(O, 1), T, T, € C(O, r)
MT,, MT, Tangente zu C(O, r)

Schlussfolgerung: MT, =MT,

Beweis:
Aus Lehrsatz 1 folgt,dass MT, L OT, und MT, L OT,, also <OT,M = <OT,M = 90°.
Daraus folgt, dass AOMT, = AOMT, (Hyp.K.), also MT, = MT,.

Merke dir!
Erinnert euch aus der sechsten Klasse, dass eine Gerade und ein Kreis hochstens zwei
Punkte gemeinsam haben kénnen.
» Eine Gerade, die keinen gemeinsamen Punkt mit einem Kreis hat, liegt aufSerhalb des
Kreises.
« Eine Gerade, die zwei Punkte mit einem Kreis gemeinsam hat, ist eine Sekante des Kreises.
« Eine Gerade, die nur einen Punkt mit einem Kreis gemeinsam hat, ist tangent an den Kreis,
und der Schnittpunkt zwischen der Geraden und dem Kreis wird Beriihrpunkt genannt. Abbildung 1
In Abbildung 1 liegt die Gerade d aufserhalb des Kreises, die Gerade g ist die Sekante des
Kreises und die Gerade h ist die Tangente im Punkt T an den Kreis.
Lehrsatz 1. Die Tangente an einen Kreis steht senkrecht auf dem Radius des Kreises, der den Berihrpunkt enthalt.
Voraussetzung:
AP Voraussetzung:  dnC(O,n) ={T}
Schlussfolgerung: d L OT
: Beweis:
Nehmen wir absurderweise an, dass d nicht senkrecht auf OT steht. A, B € d
sei so, dass d 1. OA und AB = AT. Die Dreiecke AOT und AOB sind kongruent
) (KK), also ist OB=0T =r, also ist die Gerade d eine Sekante des Kreises,
AEEENRE 2 falsch. Folglich ist d L OT.
Bemerkung: Der Kehrsatz von Lehrsatz 1 gilt ebenfalls:
Wenn T ein Punkt auf dem Kreis C(O, r) ist, dann ist die Senkrechte in T zur Geraden OT tangent zum Kreis.
Lehrsatz 2. Durch einen Punkt aufserhalb eines Kreises konnen genau zwei Tangenten an diesen Kreis kon-
Abbildung 3

wobei T, T, € C(O, r) (wie in Abbildung 3). Aus der Kongruenz der Dreiecke OMT, und OMT, folgt, dass:
a. MT,=MT,;
. die Halbgerade MO ist die Winkelhalbierende des Winkels T,MT,;

b
c. die Gerade MO ist die Mittelsenkrechte der Strecke T,T,;
d. die Halbgerade OM ist die Winkelhalbierende des Winkels T,0T,.

Bemerkung (Eigenschaften des ,,Krahenschnabels*) .
Sei M ein Punkt aufderhalb des Kreises C(O, r) und MT,, MT, die durch M gezogenen Tangenten an den Kreis, S
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Portfolio

Schreibt auf die Portfolioseiten der Mappe Kreisgeometrie die folgenden zwei Méglichkeiten, Tangenten von

einem aufderen Punkt A an den Kreis C(O, r) zu konstruieren. Fiihrt die Konstruktion dieser Tangenten durch und
begriindet jede Methode.

1.

. a. Durch den Punkt D, wo die Strecke OA den Kreis C(O, r) schneidet, konstruieren

a. Konstruiert den Mittelpunkt M der Strecke OA.

b. Konstruiert einen Kreis mit Mittelpunkt M und Radius MO.

c. Wir bezeichnen mit B und C die Schnittpunkte der Kreise C(0, r) und C(M, MO).
Die Tangenten von A an den Kreis C(O, r) sind die Geraden AB und AC.

wir die Gerade d, senkrecht zu OA.
b. Wir konstruieren den Kreis C(O, OA) und bezeichnen d n C(0, OA) = {E, F}.

c. Wir bezeichnen mit B und C die Schnittpunkte der Strecken OE und OF mit
C(0, ). Die Tangenten von A an den Kreis C(O, r) sind die Geraden AB und AC.

Der Winkel BAC mit dem Scheitelpunkt A liege auf dem Kreis C(0, r) und der Schenkel AC sei eine Sehne dieses

Kreises.

Wenn die Gerade AB den Kreis C(O, r) berlihrt, dann ist das Maf des Winkels BAC gleich der Halfte des Mafies

des Bogens AC, der innerhalb des Winkels liegt.

Wenn umgekehrt das Mafs des Winkels BAC gleich der Halfte des Mafses des Bogens AC innerhalb des Winkels

ist, dann ist die Gerade AB eine Tangente zum Kreis C(O, r).

Beweis: c B
Wir analysieren drei Falle je nach dem Maf3 des Winkels BAC. O
I. Wir gehen zunachst davon aus, dass der Winkel BAC spitz ist, wie in Abbildung 4 ,‘\
dargestellt. D N A
Dist der diametral entgegengesetzte Punkt von A. Da <ACD = <BAD = 90°, haben
die Winkel ADC und BAC das gleiche Komplement (Winkel CAD), also 5
<BAC:<ADC:%.A7:. Abbildung 4

II. Da <BAD =90°= % . ,Z?D, gilt die Eigenschaft auch fiir rechte Winkel.
III. Sei B’ € AB so, dass A auf der Strecke BB’ liegt. Der Winkel B’AC ist stumpf und verlauft durch den Bogen
ADC, und <B'AC =180°— <BAC =180° —%TC = %(360" ~AC)= %ADC.

Nehmen wir absurderweise an, dass AB nicht tangent zum Kreis ist. Sei d die Tangente in A an den Kreis

und E ein Punkt dem Kreis, auf der gleichen Seite wie B, rechts von AD. Aus = folgt, dass <EAC = % AC = «BAC,

also die Halbgeraden AB und AE fallen zusammen, falsch. Die Vermutung ist also falsch, also ist AB tangent zum
Kreis.

Bemerkung: Punkt b von Anwendung 1 kann verwendet werden, um zu zeigen, dass eine Gerade einen Kreis

berlhrt.

Wenn alle Seiten des Vierecks ABCD den Kreis C(O, r) beriihren, dann ist AB + CD = AD + BC.
Beweis:

M, N, P, Q seien die Beriihrungspunkte der Seiten AB, BC, CD und DA mit dem Kreis C(O, r),
wie in Abbildung 5 dargestellt. Da AM und AQ Tangenten an den Kreis sind, folgt daraus,
dass AM = AQ ist. Analog dazu erhalten wir BM = BN, CN = CP und DP = DQ. Daraus folgt:

AB +CD = (AM + BM) + (CP + DP) = AQ + BN + CN + DQ = (AQ + DQ) + (BN + CN) = AD + BC.

Abbildung 5



Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Die Tangenten von einem aufseren Punkt M zu einem Kreis mit Mittelpunkt O bilden einen Winkel von 90°. Wenn
OM = 442 cm, bestimmt den Radius des Kreises.

Losung:
A und B seien Berihrpunkte. Da <OAM = <OBM = <AMB = 90° und OA = OB ist, folgt daraus, dass OAMB ein
Quadrat ist. Wir erhalten r=0A =4 cm.

Die Seiten AB, BC und CA des Dreiecks ABC in Abbildung 6 beriihren den Kreis mit
Mittelpunkt O und Radius rin D, E bzw. F. Wenn AD=8cm, BE=6cmund CF=4cm
ist, berechnet den Umfang des Dreiecks ABC.

B

Losung:

AD und AF sind Tangenten von A an den Kreis, also ist AF=AD =8 cm. Daraus folgt
analog, dass BD = BE =6 cm und CE = CF = 4 cm. Dies ergibt AB=14 cm, BC=10 cm
und CA =12 cm. Der Umfang des Dreiecks ABC betragt U,,.=36 cm. Abbildung 6

Vorgeschlagene Aufgaben

Konstruiert einen Kreis mit Mittelpunkt O und Radius 4 cm. Konstruiert drei Geraden a, b und ¢ so, dass:

die Gerade a tangent zum Kreis ist;

die Gerade b aufserhalb des Kreises liegt;

die Gerade c eine Sekante des Kreises ist.
Zeichnet einen Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius 5 cm. Konstruiert Tangenten von einem aufseren
Punkt A an den Kreis.
Betrachtet A € C(O, 10 cm) und die Gerade MA, die den Kreis berihrt. Berechnet:

die LAnge der Strecke MA, wobei <AMO = 45°; die LAnge der Strecke OM, wobei ¥AMO = 30°.

Auf dem Kreis C(0, 24 cm) liegt ein Punkt P. Konstruiert eine Tangente an den Kreis durch P, auf der die
Punkte A und B so angenommen werden, dass AP = PB. Berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks AOB, wenn
AP=48 cm.

Auf der Tangente in M an den Kreis C(O, r) seien die Punkte A und B symmetrisch in Bezug auf M. Die Strecken
OA und OB schneiden den Kreis in C bzw. D. Wenn £AOB = 120°ist, beweist, dass:

CD || AB; DOCM ein Rhombus ist.
Auf dem Kreis C(O, 2 cm) werden die Punkte M und N so gewahlt, dass MN =240° ist. P sei der Schnittpunkt
der Tangenten in M und N an den Kreis.

Bestimmt die Lange der Strecke OP. Beweist, dass das Dreieck MNP gleichseitig ist.
Seien A € C(0, 4 cm) und zwei Punkte B, Cin der Ebene, mit OB =3 cm, OC =5 cm, AC = 3 cm und <AOB = 90°.

Gebt die Lage jeder der Geraden AB, BC und AC in Bezug auf den Kreis an.

Bestimmt die Lange der Strecke BC. Wie viele Losungen gibt es?

Auf dem Kreis C(O, r) sind die Punkte A, B, C so gewahlt, dass AC = CB = 40°. Beweist, dass die Tangente in C
an den Kreis parallel zur Geraden AB ist.

Auf dem Kreis C(O, r) sind die Punkte M, N, P in dieser Reihenfolge so zu betrachten, dass MP =84° und die
Tangente in N an den Kreis parallel zur Geraden MP ist. Bestimmt das Mafs des Bogens MN.

Die Kreise C(0, r) und C(Q, r') schneiden sich in den Punkten A und B. Beweist, dass:
00 1 AB;
Wenn OA den Kreis C(Q, r') beriihrt, dann beriihrt OB auch den Kreis C(Q, ).
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Sei P ein Punkt aufderhalb des Kreises C(O, r) und die Punkte A, B € C(O, r), so, dass PA und PB den Kreis
beriihren. Wenn <APB = 60° und PO n C(O, r) = {S, M}, wobei S zwischen M und P liegt, beweist, dass:

das Dreieck ABM gleichseitig ist;
das Dreieck MAP gleichschenklig ist;
das Viereck OASB ein Rhombus ist.

Seien D, E, Fdie Berlihrpunkte des Inkreises des Dreiecks ABC mit den Seiten BC, CA und AB. Wenn <EDF = 60°
und <DEF = 80°, bestimmt die Winkelmafse des Dreiecks ABC.

D, E, Fseiendie Beriihrpunkte des Inkreises des Dreieck ABC mit den Seiten BC, CAund AB.Wenn BC=a,CA = b,

AB=cund p= a+Tb+c, beweist, dass AF=p —a, BD=p — b und CE=p — ¢ (die Langen der Strecken werden

in der gleichen Mafseinheit ausgedriickt).

Auf dem Kreis C(O, r) sind die Punkte A, B, C so gewahlt, dass AB der Durchmesser A,
ist. Die Tangente in C an den Kreis schneidet die Tangenten in A und B an den Kreis A,
in den Punkten D bzw. E. Es sei AC n OD = {F} und BC n OE = {G}. Beweist, dass: c @’ c
DE = AD + BE; <DOE =90°; OFCG ein Rechteck ist. ' > i
2
Ein Zahnriemen wird lber zwei kreisformige Rader gespannt, die sie ent- B,

lang der Bogen AC,B, und AC,B

,B,, wie in Abbildung 7 schneiden. Zeigt, dass Abbildung 7
ACB, +AC,B, =360°.

Test

1.

Die Tangenten von einem aufseren Punkt A an einen Kreis mit Mittelpunkt O und Radius 8 cm bilden einen Win-
kel mit dem Mafs von 60°. Berechnet die Lange der Strecke AO.

. Esseien A, B, C € C(O, r) und T ein Punkt aufserhalb des Kreises. Wenn ACB = 144° ist und die Geraden AT und

BT den Kreis beriihren, bestimmt das Mafs des Winkels ATB.

. Es sei ein Kreis C(0, 2 cm) und die Punkte A € ExtC(0, 2 cm) und B € C(0, 2 cm) so, dass AB den Kreis beriihrt,

BO ~C(0, 2 cm) ={B, C} und AC~ C(0, 2 cm) = {C, T}. Wenn OT || AB, berechnet die Lange der Sehne BT.



4. Lektion: Regelmafiige Vielecke, die dem Kreis
einbeschrieben sind

Schliisselworter
regelmafiges einem Kreis Umkreis gleichseitiges Quadrat regelmafiges
Vieleck einbeschriebenes Vieleck Dreieck Sechseck

Regelmafiige Vielecke, die dem Kreis einbeschrieben sind

Ein Vieleck ist einem Kreis einbeschrieben, wenn die Eckpunkte des Vielecks zum Kreis gehoren. In diesem Fall
sagen wir, dass der Kreis dem Vieleck umschrieben wird.

Merke dir!

Definition. Ein konvexes Vieleck, bei dem alle Seiten kongruent und alle Winkel kongruent sind, heifst
regelmdfsiges Vieleck.
Beispiele: Das gleichseitige Dreieck (Abbildung 1) und das Quadrat (Abbildung 2) sind regelmafsige Vielecke.

A A B
[ L]
AB=AC=BC ABCD Quadrat
XA =3B=xC=60° AB=BC=CD=DA
<A=<4B=4C=<xD=90°

1 []
B . C c ) D
Abbildung 1 Abbildung 2

Lehrsatz. Jedes regelmafsige Vieleck kann einem Kreis einbeschrieben werden.
Unter Verwendung der Tatsache, dass kongruente Bogen kongruenten Sehnen entsprechen, kann Folgendes
gezeigt werden:
a. Ein Vieleck, bei dem alle Seiten kongruent sind und das einem Kreis einbeschrieben ist, ist ein regelmafsiges
Vieleck.
b. Ein Vieleck, bei dem alle Winkel kongruent sind und das einem Kreis einbeschrieben ist, ist ein regelmafsiges
Vieleck.

Bemerkungen
1. Das Mafs eines jeden Winkels eines regelmafsigen Vielecks mit n Seiten (n > 3) ist gleich %

2. Die n kongruenten Seiten eines regelmafiigen Vielecks A A,... A, unterteilen den Kreis in n kongruente Bogen.

o

Jeder von diesen Bogen (und jeder der entsprechenden Mittelpunktswinkel) messen 360 :
_ 360°% <AOA =<xA0A =...=<A _0A =<xA0A = 360 .
n

AA AR = A A AR

n-1""n n” 1 ’
n

Wusstet ihr das?

Je nach Anzahl der Seiten werden die folgenden Namen fiir Vielecke verwendet:

Pentagon Heptagon Nonagon Dodekagon
(Flinfeck, 5 Seiten) (Siebeneck, 7 Seiten) (Neuneck, 9 Seiten) (Zwélfeck, 12 Seiten)

Hexagon Oktogon Dekagon Ikosagon
(Sechseck, 6 Seiten) (Achteck, 8 Seiten) (Zehneck, 10 Seiten) (Zwanzigeck, 20 Seiten)

Benutzt eine Internetsuchmaschine, um die Namen anderer Vielecke zu finden.

Verwendung geometrischer Instrumente zur Konstruktion regelmafdiger Vielecke

Wenn n > 3 ein Teiler von 360 ist, ist eine einfache Methode zur Konstruktion eines regelmafsigen n-seitigen
Vielecks, das einem Kreis einbeschrieben ist, folgende:
a. einen Kreis und einen Radius des Kreises zeichnen;
b. mithilfe des Winkelmessers konstruieren wir benachbarte Mittelpunktswinkel mit dem Maf3 (360 : n)°. Verbin-
det man die Punkte, erhalt man ein regelmafiiges Vieleck.

o e
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Um ein regelmafiges Flinfeck ABCDE (Abbildung 3) zu konstruieren, wahlen wir
einen Punkt A auf dem Kreis und konstruieren die Mittelpunktswinkel AOB, BOC, COD,

DOE, EOA, mit ¥AOB = <BOC = <COD = «DOE = <EOA = 360° : 5 = 72°. Dariber hin-
aus haben wir: AB=BC =CD =DE =EA=72° und <A = ¥B= <C= <D = <E = 108°.
Fir die Konstruktion des gleichseitigen Dreiecks, des Quadrats bzw. des Sechsecks

gibt es spezielle, schnellere und raffiniertere Methoden, die nur ein Lineal und einen
Zirkel verwenden.

Abbildung 3

1. Konstruktion eines einem C(0, r) einbeschriebenen Quadrats ABCD
a. Wahlt den Punkt A auf dem Kreis und konstruiert den Durchmesser AC.
b. Konstruiert den Durchmesser BD senkrecht zu AC.
c. Verbindet die Punkte A, B, C, D. Das resultierende Viereck ABCD ist ein Quadrat (Abbildung 4).
2. Konstruktion eines regelmafiigen Sechsecks ABCDEF, das einem Kreis (0, r) einbeschrieben ist
a. Wahlt den Punkt A auf dem Kreis und konstruiert den Punkt D, der A diametral gegeniberliegt.

b. Nehmt den Radius des Kreises in die Offnung des Zirkels. Mit der Zirkelspitze in A zeichnet zwei Kreisbogen,
die den Kreis C(0, r) in den Punkten Bund F schneiden, und mit der Zirkelspitze in D zeichnet zwei Kreisbogen,
die den Kreis C(O, r) in den Punkten C und E schneiden.

c. Verbindet die Punkte A, B, C, D, E, F. Das Vieleck ABCDEF ist ein regelmafsiges Sechseck (Abbildung 5).

3.Konstruktion eines einem Kreis einbeschriebenen gleichseitigen Dreiecks PQR
a. Wahlt den Punkt P auf dem Kreis und konstruiert den Punkt S, der P diametral gegenliberliegt.

b. Mit der Zirkelspitze in S und der Zirkel6ffnung gleich dem Radius des Kreises konstruiert zwei Kreisbogen,
die den urspriinglichen Kreis in den Punkten Q und R schneiden.

c. Verbindet die Punkte P, Q und R und erhaltet das gleichseitige Dreieck PQR (Abbildung 6).

Alternativ dazu kénnen wir mithilfe der Konstruktion eines regelmafsigen Sechsecks feststellen, dass die
Dreiecke ACE und BDF gleichseitig sind (Abbildung 7).

A B A P A
—
m / \ F B
0
B 0 D c F 4
\ / R v 0] E c
C D E S D
Abbildung 4 Abbildung 5 Abbildung 6 Abbildung 7

Portfolio

Erganzt eure Arbeitsblatter zur Kreisgeometrie mit den folgenden Eigenschaften und ihren Beweisen fiir den
besonderen Fall des Flinfecks bzw. des regelmafsigen Sechsecks.

1. Die Mittelpunkte der Seiten eines regelmafsigen Vielecks liegen gleichzeitig in der Mitte des Kreises, der das
Vieleck umschreibt.

2. Die Winkelhalbierenden eines regelmafigen Vielecks fallen im Mittelpunkt des Kreises zusammen, der das
Vieleck umschreibt.

Vorgeschlagene Aufgaben
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Konstruiert mit geometrischen Instrumenten ein regelmafsiges Vieleck mit:

6 Seiten; 8 Seiten; 9 Seiten; 10 Seiten; 12 Seiten.
Bestimmt das Maf3 eines Winkels eines regelmafiigen Vielecks mit:
9 Seiten; 10 Seiten; 12 Seiten; 15 Seiten; 20 de Seiten.



4

Bestimmt das Mafs eines Bogens, dessen Eckpunkte aufeinanderfolgende Eckpunkte eines regelmafsigen
Vielecks mit ... sind.

9 Seiten; 12 Seiten; 18 Seiten; 24 Seiten; 30 Seiten.

Bestimmt die Anzahl der Seiten eines regelmafsigen Vielecks in jedem der fol-
genden Falle:

das Mafs eines Vieleckwinkels ist gleich 170°;
das Mafs eines Aufsenwinkels des Vielecks ist gleich 20°;

der kleine Bogen, der durch zwei aufeinanderfolgende Scheitelpunkte des
Vielecks bestimmt wird, betragt 7°30';

der grofse Bogen, der durch zwei aufeinanderfolgende Scheitelpunkte des
Vielecks bestimmt wird, betragt 351°.

Verbindet den Scheitelpunkt A mit allen anderen Scheitelpunkten des regelma-
figen Vielecks ABCDEFGHI. Bestimmt die Mafse der 7 benachbarten Winkel mit
dem Scheitelpunkt A.

Die Geraden AB und CD schneiden sich im Punkt P. Berechnet das Mafs des Win-
kels BPC, wenn ihr wisst, dass A, B, C, D aufeinanderfolgende Eckpunkte eines
regelmafsigen Vielecks mit ... sind:

5 Seiten; 8 Seiten; 10 Seiten.

Man betrachte ein regelmafiiges Sechseck ABCDEF, das einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius 6 cm ein-
beschrieben ist.

Berechnet den Umfang des Sechsecks ABCDEF.

Zeigt, dass das Viereck BCEF ein Rechteck ist.

Berechnet die Mafde der Winkel ACD, ACE und ACF.
Betrachtet die gleichseitigen Dreiecke ABC und MPQ, die einem Kreis mit Mittelpunkt O einbeschrieben sind,
sodass AM =60°, der Punkt M auf dem kleinen Bogen AC und der Punkt P auf dem kleinen Bogen AB liegt.
Beweist, dass das Vieleck MAPBQC ein regelmafdiges Sechseck ist.
Die Quadrate ABCD und MNPQ seien einem Kreis mit Mittelpunkt O so einbeschrieben, dass AM = 45°, der
Punkt M auf dem kleinen Bogen AFL:), und der Punkt N auf dem kleinen Bogen AB liegt. Beweist, dass das Viel-
eck MANBPCPCQD ein regelmafiiges Achteck ist
Auf den Seiten des gleichseitigen Dreiecks ABC liegen die Punkte M, N € BC, P, Q € CAbzw. R, S € AB, sodass
BM=MN =NC, CP=PQ = QA und AR = RS = SB. Zeige, dass MNPQRS ein regelmafiiges Sechseck ist.

Konstruiert gleichseitige Dreiecke aufserhalb eines regelmafdigen Sechsecks auf dessen Seiten. Beweist, dass
die Eckpunkte der gleichseitigen Dreiecke, die nicht auch Eckpunkte des Sechsecks sind, ein regelmafsiges
Sechseck bilden.

Test

1. Betrachtet ein Quadrat ABCD, das einem Kreis mit Mittelpunkt O und Radius R einbeschrieben ist. Konstruiert
ein regelmafsiges Achteck, wobei vier der Eckpunkte die Eckpunkte des Quadrats ABCD sind.

2. Der Umfang eines Quadrats ist gleich dem Umfang eines regelmafigen Sechsecks, das einem Kreis mit Mittel-
punkt O und Radius 6 cm einbeschrieben ist. Bestimmt die Seitenlange des Quadrats.

3. Konstruiert anhand der Konstruktion eines regelmafsigen Sechsecks ein regelmafsiges Vieleck mit 12 Seiten.
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5. Lektion: Lange des Kreises und Flacheninhalt des Diskus

Schliisselworter

Lange des Kreises Flacheninhalt des Diskus Lange des Bogens Flacheninhalt des Kreissektors

Lange des Kreises. Lange des Bogens

Untersuchung
Lange des Kreises. Teilt die Klasse in flinf Gruppen ein. Jede Gruppe erhalt ein Flip- v
chartpapier, einen Marker, einen Zirkel und ein Knauel Schnur. |
Arbeitsaufgaben:
a. Die Schiiler zeichnen auf Flipchartpapier einen Kreis mit einem Radius von 6 cm
(erste Gruppe), 8 cm (zweite Gruppe), 10 cm (dritte Gruppe), 12 cm (vierte Gruppe)

bzw. 15 cm (flinfte Gruppe).

b. Jeder Schiiler in der Gruppe schatzt die Lange des Kreises wie folgt: Er befestigt ein
Ende der Schnur an einem Punkt des Kreises (von Schiiler zu Schiiler unterschied-
lich), wickelt die Schnur um den Umfang des Kreises ab, bis er den gewahlten Punkt
wieder erreicht, und schneidet das Ende der Schnur an dem gewahlten Punkt ab. Er
notiert dann die Lange [ der verwendeten Schnur und berechnet mit drei Dezimalstellen das Verhaltnis zwi-
schen der erhaltenen Lange [ und dem Durchmesser d des Kreises. Tragt die erhaltenen Daten in eine Tabelle
der Form ein:

(2

Gruppe Name der Schiilerin/ Durchmesser des Kreises Lange der Schnur  Das Verhaltnis
PP des Schiilers (d) o d/l

Nr. 2 Andrei 2-8cm=16cm 50,3 cm 3,143

c. Jede Gruppe errechnet das arithmetische Mittel der ermittelten Verhaltnisse.
d. Vergleicht die Ergebnisse der einzelnen Gruppen und priift, ob sie zwischen 3,13 und 3,15 liegen.

Merke dir!

Der Wert des Verhaltnisses zwischen der Lange eines beliebigen Kreises und der Lange seines Durchmessers
ist konstant (er hangt nicht vom Radius des Kreises ab).

Diese Konstante wird mit = bezeichnet (der Buchstabe = im griechischen Alphabet entspricht dem Buchstaben
p im lateinischen Alphabet) und wird pi gelesen. Die Zahl rt ist irrational: n = 3,14159265358979 ....

In der Praxis verwenden wir die Annaherung auf zwei exakte Dezimalstellen n = 3,14 und die Rahmung
3,14 << 3,15.

Die Lange eines Kreises mit dem Radius R ergibt sich aus der Formel: L, . =2nR.

Die Lange eines Bogens ist direkt proportional zum Mafs des Bogens. Da die Lange des Kreises der Lange eines

. - . L. 2mR T A
Bogens von 360° entspricht, gilt die Beziehung —£& = ,also L -AB.
AB 360° 46 180°
Die Lange eines Halbkreises mit dem Radius R ist gleich nR. B

Wenn <AOB ein Mittelpunktswinkel mit dem Mafs x° ist (Abbildung 1), dann:

« die Lange des kleinen Bogens AB ist gleich %-x;

. die Lange des grofen Bogens AB ist gleich jTtTRO-(%O—x). Abbildung 1

Ein Kreis mit dem Radius 7 cm hat die Lange L =2nR =2 - 7 =14ncm.
Wenn ein Kreis die Lange L = 36w cm hat, dann ist sein Radius R :ziz% =18 cm.
/" T

Wenn AOB ein Mittelpunktswinkel von 60° in einem Kreis mit dem Radius R =9 cm ist, ist die Lange des kleinen

Bogens AB gleich %-60 =3n cm, und die des grofsen Bogens AB ist %(360—60) =15n cm.
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Flacheninhalt des Diskus (Kreisscheibe). Flacheninhalt des Kreissektors

Merke dir!

Erinnert euch, dass ein Diskus die Menge der Punkte eines Kreises ist, die mit der Menge der Punkte innerhalb des
Kreises verbunden ist: D(0, R) = C(0, R) L Int(C(O, R)) (Abbildung 2).

Die Flache eines Diskus mit dem Mittelpunkt O und dem Radius R
berechnet man nach der Formel F[, . = nR*. A

Ein Teil innerhalb eines Kreises, der durch zwei Radien des Kreises P

begrenzt ist, wird als Kreissektor (oder Kreisausschnitt) bezeichnet.
Die Flache eines Kreissektors ist direkt proportional zu der Lange des
Kreisbogens, der dem Sektor entspricht. Da der Diskus einem Bogen

von 360° entspricht, gilt fir den Sektor des Kreises, der dem Bogen AB

2
_ R 4B Abbildung 2 Abbildung 3
Sektor 3600 °

entspricht Flooier =T also Fl
AB  360%

Portfolio @
Identifiziert in eurem Alltag Gegensténde, die die Form eines Kreises haben (CD, DVD, Pizza, Glasdeckel usw.).
Berechnet die Flachen ihrer Oberflachen.

Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

In Abbildung 4 sind BA und BC Tangenten an einen Kreis mit Mittelpunkt O, Radius 4 cm und A B
<ABC =90°.

Beweist, dass das Viereck ABCO ein Quadrat ist.

Berechnet die Lange des Kreises und die Flache des Diskus mit dem Mittelpunkt O C

. (0]

und dem Radius OA. .

Bestimmt die Lange des kleinen Bogens AC.

Bestimmt den Flacheninhalt S der Flache innerhalb des Vierecks ABCO, aber aufser-

Abbildung 4

halb des Kreises mit Mittelpunkt O und Radius 4 cm.
Losung:

BA und BC sind Tangenten vom Punkt B an den Kreis, also BA = BC, BA L OA und BC L. OC. Da <ABC =90° ist,

folgt daraus, dass ABCO ein Rechteck mit zwei aufeinanderfolgenden kongruenten Seiten ist, es ist also ein

Quadrat.

Ly.=2n-R=8rncm,Fl,, =nR*=16mcm’.
AC = <AOC =90°, also L =R A¢ = "% 900~ 27 cm.
Ac180° 180°
R —
S=Fl, —-Fl  =16-——— AC=16-4rn=4(4—x)cm,
360°
Das Quadrat ABCD in Abbildung 5 ist einem Kreis mit dem Radius 4 cm einbeschrieben. A B
Bestimmt den Flacheninhalt der schraffierten Flache. ) ’
2
Losung: AC=2-A0=8cm=Fl,,, = % =32cm’.
Die Flache des Diskus ist gleich nR*=16m cm”. o e
Fly ion = Floe = Fligep = 16m = 32 cm? = 16(n — 2) cm’. Abbildung 5

Auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius R =6 cm werden die Punkte A,

B
Bﬂynd C wie in Abbildung 6, in dieser Reihenfolge betrachtet, sodass <AOB = 120° und
BC =90¢ ist. Berechnet die Flache Fl, des Kreissektors, der dem kleinen Bogen AB ent-
spricht, und die Flache Fl, des Kreissektors, der dem kleinen Bogen AC entspricht. A "» C

nR*> = 361

Lésung: $A0B =120° = AB=120°= Fl = .AB = -120° =12x .
360°  360°
_ . . Abbildung 6
AC = 360°— AB—BC = 150°, also Fl,= . AC = 3™ .150° = 157 cn. raune
360° 360°
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Vorgeschlagene Aufgaben

160

Bestimmt die Lange eines Kreises mit dem Radius gleich:

12 cm; 3,5cm; %cm.
Bestimmt den Radius eines Kreises der Lange gleich:
147 cm; 72w cm; %cm.

Man betrachte die Punkte A und B auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius R. Bestimmt die
Lange des kleinen Bogens AB und den Flacheninhalt des entsprechenden Kreissektors, wenn ihr wisst, dass:

R=2cmund <AOB = 60°; R=6cmund <AOB = 45°;
R=7cmund <AOB=120°; R=11cm und <AOB=90°.

Bestimmt die Mafde der Bogen eines Kreises mit Mittelpunkt O und Radius 10 cm, die die Langen haben:
5ncm; 7mcm; 5?chm.

In Abbildung 7 haben die beiden konzentrischen Kreise einen Radius von 8 cm und
6 cm. Berechnet den Flacheninhalt des schraffierten Teils.

Bestimmt die Lange des Durchmessers eines Kreises, wenn ihr wisst, dass die Flache
des durch den Kreis begrenzten Diskus 196n cm®betragt.

Die Lange eines Kreises mit dem Radius 2R ist gleich 12x cm. Berechnet den Flachen-
inhalt des Diskus mit dem Radius 3R. Abbildung 7

Am Rande eines diskusformigen Grundstiicks mit einem Radius von 5 m sind 8 Baume
in gleichem Abstand voneinander gepflanzt. Zeigt, dass der Abstand zwischen zwei
benachbarten Baumen mehr als 3,9 m, aber weniger als 4 m betragt, wenn man am
Rande des Feldes entlanggeht.

Hinweis. Berechnet die Lange des Kreises, der das Feld begrenzt, und verwendet die
Beziehung 3,14 <n < 3,15.

Abbildung 8 zeigt zwei Disken. Die Punkte A und P liegen sich im Kreis C, mit Mittelpunkt
O diametral gegeniiber, und AB ist der Durchmesser des Kreises C, mit Mittelpunkt P.
Berechnet:
das Verhaltnis zwischen der Lange des Kreises C, und der Lange des Kreises C; Abbildung 8
das Verhaltnis zwischen dem Flacheninhalt des grofsen Diskus und dem Flacheninhalt des kleinen Diskus.

¢

Raisa hat drei Kreise gezeichnet, wie in Abbildung 9. Die Punkte A, O und B sind kollinear und AB =8 cm. Anhand
von Raisas Modell hat Sara die Zeichnung auf zwei Arten gefarbt, wie in Abbildung 10 bzw. Abbildung 11.

\ A f B /
Abbildung 9 Abbildung 10 Abbildung 11

Berechnet den Umfang U, und den Flacheninhalt FI, der weifsen Flache in Abbildung 10.
Berechnet den Umfang U, und den Flacheninhalt FI, der weifsen Flache in Abbildung 11

Betrachtet ein Quadrat ABCD mit der Seite AB=10 cm. Im D C D C
Inneren des Quadrats konstruiere man Kreissektoren mit
den Mittelpunkten A und C, deren Radius gleich der Seite des
Quadrats ist, wie in Abbildung 12. Bestimmt den Flachen-
inhalt des Schnittes der beiden Sektoren (Flacheninhalt der
schraffierten Flache).

Betrachtet ein Quadrat ABCD mit der Seite AB=8cm. Im A B A
Innerendes Quadrats werden Halbkreise mit den Durchmessern Abbildung 12 Abbildung 13
AD und BC konstruiert, wie in Abbildung 13 dargestellt.

Bestimmt den Flacheninhalt der schraffierten Flache.

><
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Betrachtet ein Quadrat ABCD mit der Seite AB = 6 cm. Konstruiert im Inneren des
Quadrats Halbkreise mit den Durchmessern AB, BC, CD und DA, wie in Abbildung
14 dargestellt. Bestimmt den Flacheninhalt der farbigen Flache.

Ein regelmafsiges Sechseck ABCDEF ist einem Kreis mit dem Mittelpunkt O und
dem Radius R einbeschrieben. Wenn AB =6 cm ist, berechnet die Lange des

Kreises, den Flacheninhalt des Diskus, die Lange des Bogens ABC und den Fla-
cheninhalt des Kreissektors, der dem Bogen DEF entspricht.

In der Pizzeria Bon Appetit gibt es jede Pizza in drei Grofsen: klein, mittel und
grofs. Welche Pizza sollte Tudor angesichts der angezeigten Preise kaufen, um
zufrieden zu sein, dass er so wenig wie moéglich fur die Pizza bezahlt hat bezlig-
lich der ,,Oberflache” der gekauften Pizza?

Bon Appetit
Pizza-Tipp Durchmesser Preis
Klein 24 cm 28 Lei
Mittel 32cm 40 Lei
Grofs 40 cm 64 Lei

Auf dem Reifen des rechten Vorderrades des Autos seines Vaters markiert
Andrei Punkt A, der dem Punkt, an dem der Reifen den Boden bertihrt, diametral
gegentiberliegt. Der Reifendurchmesser betragt 63,2 cm.

Gebt den Wahrheitswert der Aussage ,,Die Strecke, die das Auto zurticklegt,
bis der Punkt A den Boden 1000 Mal beriihrt, betragt mindestens 2 km.“ an.

Zeigt, dass der Punkt A nach einer 100 km langen Reise den Boden mehr als
50 000 Mal berihrt (nutzt die Tatsache, dass 3,14 < n < 3,15).

Selbstbewertung

1.

In einem Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius 4 cm wird ein Seil AB mit
der Lange 4 cm angenommen. Berechnet die Lange des Kreises, die Flache des

Diskus und die Lange des grofsen Bogens AB.

. In einem Kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius R wird der Durchmesser

AB betrachtet. Wissend, dass AB=12 cm, der Punkt C auf dem Kreis liegt und
ZE‘=120° ist, bestimmt den Flacheninhalt des Kreissektors, der dem kleinen

Bogen BC entspricht.

. Ein Grundstiick hat die Form eines Quadrats ABCD mit der Seite AB=30 m. Im

kreisformigen Sektor mit dem Mittelpunkt A und dem Radius AB pflanzt der Eigen-
timer des Grundstiicks Blumen an, und in der schraffierten Flache pflanzt er Gras
(Abbildung 15). Berechnet den Flacheninhalt des mit Gras bepflanzten Teils.

A B
Abbildung 14

D C
Abbildung 15
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=) Wiederholung und Bewertung

Sehnen und Bogen im Kreis. Eigenschaften « Umfangswinkel im Kreis « Tangenten an den Kreis « Dem
Kreis einbeschriebene regelmafiige Vielecke « Lange des Kreises und Flacheninhalt des Diskus

162

Schreibt fiir die Aufgaben 1-2 den Buchstaben, der der richtigen Antwort entspricht, in eure Hefte. Fiir die Auf-
gaben 23-30 schreibt die vollstandigen Losungen.

10.

11.

. 16 cm;
. Der Durchmesser senkrecht zu einer Sehne AB

. Betrachtet die kongruenten Bogen AB=CD im

Kreis C(0, r). Wenn AB=8cm ist, dann hat CD die
Lange von:

8cm; c. 6cm; d. 4cm.

schneidet die Sehne im Punkt P. Wenn AB =20 cm,
dann ist die Lange der Strecke PB:

a. 10cm; b. 20cm; ¢ 30cm; d. 40cm.

. Die Strecke AB ist der Durchmesser des Kreises

mit dem Mittelpunkt O und Radius 6,4 cm. Die
Lange der Strecke AB ist:

a. 64cm; b. 3,2cm; c. 12,8cm; d. 32cm.

. Die Lange eines Kreises mit einem Radius von

4,5 cm ist gleich:

a. 4,5ncm? b. 18r cm?
c. 2,25ncm?; d. 9ncm.
. Die Flache des Sektors mit einem Radius von 3 cm
ist kleiner als:
a. 26cm*  b. 27cm® c. 29cm?’ d. 28 cm’.

. Die Lange eines Bogens von 60° in einem Kreis mit

dem Radius 3 cm ist gleich:

a. 6cm; b. mcm; c. brcm; d. 3mcm.

.In C(O, r) ist das Maf eines Umfangswinkels ABC

gleich 40°. Das Mafs des Winkels AOC ist gleich:
a. 80¢; b. 20°; c. 60°; d. 120°.

. Wenn BA eine Tangente vom aufseren Punkt B an

einen Kreis mit Mittelpunkt O ist, dann ist das Mafs
des Winkels BAO gleich:
a. 90°; b. 45°;

c. 180°; d. 60°.

. Der Umfang eines regelmafdigen Sechsecks, das

einem Kreis mit Radius 6 cm einbeschrieben ist,
betragt:

b. 36cm; «c¢. 108cm; d. 24 cm.

Die Flache eines Quadrats, das einem Kreis mit
dem Radius von 12 cm einbeschrieben ist, betragt:

a. 288cm? b. 144cm? c. 72cm?*  d. 36 cm?

Das Mafs eines Winkels in einem regelmafsigen
Vieleck mit 18 Seiten ist:

a. 189 b. 144°;

a. 72 cm;

c. 160°; d. 180°.

12.

13.

14.

15

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Einer der Winkel eines regelmafigen Vielecks ist
144°. Die Anzahl der Seiten des regelmafsigen
Vielecks ist gleich:

a. 18; b. 14; c. 12; d. 10.

Der Durchmesser eines Kreises der Lange 32n cm
ist gleich:

a. 256 cm; b. 16 cm; d. 64 cm.

Der Durchmesser des Kreises mit dem Flachenin-
halt 81n cm? ist gleich:

c. 32cm;

a. 18 cm; b. 9cm; c. 162cm; d. 81l cm.

Auf einem Kreis mit Mittelpunkt O sind die Punkte
A, B, C und D in dieser Reihenfolge zu betrachten.
Wenn das Mafd des Winkels BAC 30° ist, dann ist
das Maf3 des Winkels BDC gleich:

a. 30°; b. 60°; c. 90°; d. 15°.
Das Quadrat ABCD ist einem Kreis einbeschrieben.
Wenn Punkt T der Mittelpunkt des kleinen Bogens
D ist, dann ist das Winkelmafs von ATB gleich:
a. 90°; b. 45°; c. 309 d. 60°.
In einem Kreis mit dem Mittelpunkt O sind zwei
Sehnen, AB und CD, gleich weit vom Mittelpunkt

des Kreises entfernt. Wenn AB =22 cm ist, dann
ist die Lange der Strecke CD gleich:

b. 11 cm;

Im Trapez ABCD, das einem Kreis mit Mittelpunkt
O und Radius R einbeschrieben ist, ist AB || CD,
BC =13 cm. Die Lange der Seite AD ist gleich:

b. 13 cm; d. 6,5cm.

Die Tangenten AB und AC vom aufseren Punkt A
zum Kreis C(O, r) stehen senkrecht aufeinander.
Das Mafs des Winkels BOC ist gleich:

a. 90 b. 45°; c. 30°; d. 180°.
Betrachtet die Tangenten AB und AC vom aufderen

Punkt A zum Kreis C(O, r). Wenn AB=9 cm, dann
ist die Lange der Strecke AC gleich:

c. 13,5cm; d. 18 cm.
Man betrachte die Punkte A, B und C auf einem

a. 22 cm; c. 9cm; d. 7cm.

a. 26 cm; c. 11 cm;

a. 4,5cm; b. 9cm;

Kreis in dieser Reihenfolge, sodass AB =150° und

BAC =50°. Das MaR des kleinen Bogens AC ist
gleich:

a. 110°; b. 55°; c. 100°; d. 160°.



22. Das gleichseitige Dreieck ABC ist dem Kreis C(O, r)
einbeschrieben. Das Mafd des Bogens ABC ist
gleich:

a. 240°; b. 120°  c. 909 d. 60°.

23. Welche der folgenden Aussagen ist richtig und
welche ist falsch?

a. ,Bei jedem regelmafsigen Vieleck mit mehr als
drei Seiten sind alle Diagonalen kongruent.”

b. ,Die Lange eines Kreises ist kleiner als die Lange
eines Kreisdurchmessers.“

c. ,Wenn AB ein Durchmesser in C(O, r) ist, dann
sind die Punkte A, O, B kollinear.”

d. ,Wenn das gleichseitige Dreieck ABC einem
Kreis einbeschrieben ist, dann ist das Mafs des

kleinen Bogens AC gleich 60°.”

24. Ordnet jedem Vielecktyp in Spalte A den Wert
in Spalte B zu, der dem Mafs eines Winkels des
betreffenden Vielecks entspricht.

A B

) ) ) ) 1.176°
a. Regelmafiiges Vieleck mit 20 Seiten

2.168°
b. Regelmafiiges Vieleck mit 30 Seiten
3.192°

c. Regelmafiiges Vieleck mit 90 Seiten
4.162°

25. Bestimmt die natirlichen Zahlen a, b, c und d in
der folgenden Tabelle:

Kreisradius Lange des Kreises
5 a
b 38n
c 2nc?
2d nd’

Systematischer Beobachtungsbogen

» Ich war sehr daran interessiert, Neues Uber Losungsmethoden von Aufgaben zu lernen.
» Meine Teilnahme am Matheunterricht wurde von meinen Mitschilern und der Lehrkraft geschatzt.

26. Betrachtet auf einem Kreis C(O, r) die Punkte A, B,

27.

28.

29.

30.

Cund Din dieser Reihenfolge. Bestimmt die Zahlen
a, b, c und d, fir die die folgenden Aussagen wahr
sind.

Wenn B/E =30°, dann ist «BOC = a°.
Wenn IZEC =130°, dann ist <ADC = b°.

Wenn <DCB =110°, dann ist BAD = ce.
Wenn <AOD = 80°, dann ist <ABD = d°.

Ein Auto legt eine solche Strecke zurick, dass
eines seiner Rader mit einem Durchmesser von
40cm 8000 vollstandige Umdrehungen macht.
Zeigt, dass die vom Auto zuriickgelegte Strecke
grofser als 10 km ist.

Betrachtet die Tangenten AB und AC aus A an
C(0, n). Der Strahl CO schneidet den Kreis im Punkt
P. Wenn «BAC = 60°, dann bestimmt das Mafs des
Winkels OPB.

Betrachten wir ein Dreieck ABC, dessen Eckpunkte
auf dem Kreis C(O, r) liegen, wobei AD, BE und CF
senkrecht auf die Geraden BC, AC bzw. AB stehen,
mit D, E, F e C(O, r). Wir wissen, dass <A = 40° und
*B=66°.

a. Bestimmt die Mafde der Winkel BAD und CAD.
b. Bestimmt die Bogenmafse BAD, DAC, AF und FB.
Betrachtet die Punkte A, B und C auf dem Kreis
C(0,r) in dieser Reihenfolge, sodass AB=2.BC

undl\Ezg-Z\\B.

a. Bestimmt die Bogenmafse /?B, AC und BC.
b. Zeigt, dass das Dreieck ABC rechtwinklig ist.

immer
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1. Le ktiOI‘I Proportionale Strecken. Lehrsatz der dquidistanten (abstandsgleichen) Parallelen
2. Lektion
3. Lektion
4. Le kti on Ahnlichkeitskriterien der Dreiecke.

Schitzen von Entfernungen im Alltag mithilfe der Ahnlichkeit
Wiederholung
und Bewertung



Das Konzept der ahnlichen Dreiecke ist im
Alltag sehr nitzlich. Wir konnen die Hohe eines
Gebaudes oder eines Turms bestimmen, indem
wir zunachst die Lange des Schattens dieses
Objekts messen und dann ahnliche Dreiecke
verwenden.

Mithilfe der ahnlichen Dreiecke kdnnen wir auch
die Hohe eines Baumes bestimmen, ohne auf
die Spitze zu klettern und die Entfernung bis zum
Boden mit einem Mafsband zu messen.




1. Lektion: Proportionale Strecken. Lehrsatz der aquidistanten
(abstandsgleichen) Parallelen

Schliisselworter

Verhaltnis Verhaltnisgleichung Proportionalitatsfaktor aquidistante Parallelen

Verhaltnis zweier Strecken

Auf der unten dargestellten Zahlenachse d ist die Mafseinheit 1 cm. Man betrachte die Punkte O, A, B, C, D, E, L,
M, N auf der Achse, deren Abszissen in der Abbildung dargestellt sind.

Wenn x, und x, die Abszissen zweier beliebiger Punkte P und Q auf der Achse sind, dann ist die Lange der Stre-
cke PQ durch die Beziehung PQ = |x, — x| gegeben.

1cm
N M Lo A B CDE 4
_5 _ZII _i 6 :IL é T é é 1‘71' T T Lal
6 2 3 2 3
Die Strecke OAist1 cmlangunddie Lange von ONbetragt2 cm. Mitanderen Worten: ONistdoppeltsolangwie OA,
d. h., ON = 20A. Wir kénnen auch schreiben %:2 oder oAl . Wir haben CD = 3—E cm _1 cm=0,5cm und
OA ON 2 2 2
BE:E—E cm=2cm.
3 3
Da 2 4 ist, folgt daraus, dass die Strecke BE viermal so grofs ist wie CD. Kurz gesagt, BE_2cm _ 2 _ .
0,5 CD 05cm 0,5
Um auf der Achse einen Punkt F darzustellen, der sich von den vorherigen unterscheidet, sodass M=g
. 7\ 5 9 95 3
gehen wir wie folgt vor: Da MN =|(-2) - 5 =Zcm, folgt, dass CF =§-MN “T'% cm =§cm .DaAC=1,5cm

ist, wiirde die Darstellung von F links von C mit A zusammenfallen, also muss F 1,5 cm rechts von C platziert wer-
den. Genauer gesagt, ist die Abszisse des Punktes F gleich 4.

Was stellen wir fest?

Um die Lange einer Strecke in Bezug auf die Lange der anderen auszudriicken, kdnnen wir das Verhaltnis der
Langen der beiden Strecken verwenden.

Merke dir!

Definition. Das Verhaltnis zweier Strecken ist das Verhaltnis ihrer
Langen, in der gleichen Mafdeinheit ausgedriickt.
In Abbildung 1 haben wir:

PO 3 AC 1 PR 1 AB
a. —==; b. —==; c. —=—; d. —=4.
AB 4 AB 2 AC 2 PR Abbildung 1
Gruppenarbeit

Zeichnet die Zahlenachse und die Punkte O, A, B, C, D, E, L, M, N aus der Rubrik Mathe im Alltag. Stellt dann
den zuvor gefundenen Punkt F dar. Findet in Teams von je vier Schiilern (die an je zwei Tischen sitzen): 1. Drei
Streckenpaare, deren Verhdltnis eine ganze Zahl ist; 2. flinf Streckenpaare, deren Verhaltnis ein echter Bruch ist;
3. zwei Streckenpaare mit demselben Verhaltnis. Vergleicht eure Ergebnisse mit denen eurer Mitschiiler.

Bemerkungen
/|

1. Das Verhaltnis zweier Strecken hangt nicht von der Mafdeinheit ab, die zum Messen der Strecken gewahlt wurde.

Beispiel: In der folgenden Tabelle haben wir das Verhaltnis der Strecken AB =24 cm und CD =36 cm unter
Verwendung verschiedener Mafseinheiten berechnet.
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Maf3einheit

Zentimeter Meter Millimeter
AB 24 cm 0,24 m 240 mm
CD 36cm 0,36 m 360 mm
AB AB 24 2 AB 100,24 24 2 AB _240"° 24 2
cD CD 36 3 D 036 36 3 CD 360 36 3

2. Um das Verhaltnis zweier Strecken zu bestimmen, die nicht in der gleichen Mafseinheit ausgedriickt sind, muss
man die Langen durch Umwandlungen auf die gleiche Mafdeinheit bringen.

Beispiel: Beiden Strecken MN =14 dm und PQ = 3,5 m werden wir umwandeln, um die gleiche Mafseinheit zu
erhalten. Wir kénnen eine der Mafseinheiten verwenden, in denen die gegebenen Strecken ausgedriickt werden
(Dezimeter oder Meter), oder eine andere Mafseinheit fiir die Lange.

MN 14 2

Bei Verwendung des Dezimeters (dm) als Mafeinheit ergibt sich PQ = 35 dm, also Ezﬁ 5

MN _14dm _1,4m_ 14 14 2

Wenn man den Meter (m) als Mafseinheit verwendet, ergibt sich Folgendes: —=
PO 35m 35m 35 35 5

MN _14dm _140cm 140 2

Wenn man beide Einheiten in Zentimeter (cm) umwandelt, erhalt man: —=
PO 35m “350cm 350 5

Auch hier gilt, dass das Verhaltnis der beiden Strecken nicht von der Mafseinheit abhangt.

Proportionale (verhaltnisgleiche) Strecken

In Abbildung 2 sehen wir, dass:

ABL 1 hg 261 ,d.h AB, =—Acl;
BB, 3 cC., 3 " BB CC,
AB, 2 4 AC,_2 AB _AC, G 6 G G G
AB, 3 Ac, 3’ AB, AC,’ AB,=B,B,=B,B,=B,B,=B,5B,
BB, C.C, AC,=C,C,=C,C,=C,C,=C,C,
BB, =4 und %=4,als .
BB, C,C BB, CC, Abbildung 2

273
Mit zwei Streckenpaaren, die das gleiche Verhaltnis haben, kdnnen wir also eine Verhaltnisgleichung (Propor-
tion) bilden.

Merke dir!
Ageflrggon Die Strecken AB und CD sind proportional (verhaltnisgleich) zu den Strecken A’B’ und C'D’, wenn
ABCD’

Mit anderen Worten: Mit den Langen der vier Strecken kann man eine Verhaltnisgleichung bilden. Im gegebe-
nen Beispiel: « sind die Strecken AB, und AC, proportional zu den Strecken B,B, und C,C,, weil ’;iz 'ch(':} ;
275
. . . AB, AC,
- sind die Strecken AB, und AC, proportional zu den Strecken AB, und AC,, weil —= =aC
3 B
Bemerkung
Sei n > 2 eine naturliche Zahl. Zwei Folgen von reellen Zahlen x,, x,,..., x, und y,, y,,..., ¥, sind proportional, N
wenn: ﬁ=ﬁ=...= X, =k, und der k-Wert, der diesen Verhaltnissen gemeinsam ist, wird als Proportionalitats-
Yi Y, Y,

koeffizient (Proportionalitatsfaktor) bezeichnet.

Da in der vorherigen Abbildung AB,=2AB, und AB,=3AB, bzw. AC,=2AC, und AC,=3AC, ist, ergibt sich
AB, 2AB, AB, un AB, 3AB, AB AB, AB, AB,
AC, 2AC, AC, AC, 3AC, AC,” U AC, AC, AC,’

In Erweiterung der obigen Definition sagen wir, dass die Strecken AB,, AB,, AB, proportional zu den Strecken
AC,, AC, und AC, sind.




Lehrsatz der aquidistanten Parallelen

Die parallelen Geraden d,, d,, d, schneiden sich mit
zwei Sekanten und ergeben die Punkte A, B, C, D, E, F, wie A/

in Abbildung 3. Messt mit dem Lineal die erhaltenen Stre-
cken und priift, ob AB=BC und DE = EF ist. Wir werden ]/ \\
zeigen, dass, wenn AB=BC, dann DE =EF. Umgekehrt: B E d,
Wenn DE = EF, dann AB=BC.

Wir konstruieren durch A die Parallele zur Geraden c F d;

DE und bezeichnen mit B’ und C’ die Schnittpunkte mit /
den beiden anderen Parallelen (Abbildung 4). Wir
bemerken, dass die Vierecke ADEB’ und EFC'B’ Paralle- Abbildung 3
logramme sind, also DE=AB’' und EF=B'C'.
Es ist offensichtlich, dass, wenn B der Mittelpunkt
der Strecke AC ist, dann ist die Strecke BB’ die Mittelli- \4/
nie im Dreieck ACC'. Folglich ist B’ die Mitte der Strecke
AC', also AB' = B'C' und folglich DE = EF. ][\,\ \,\
Das Gleiche gilt fiir den Kehrsatz. B B E d,

Was stellen wir fest? ][ \.\ \\
Wenn drei parallele Geraden, die von zwei Sekanten c c F ds

geschnitten werden, auf einer der Sekanten kongru- /
ente Strecken ergeben, dann ergeben sie auch auf der
anderen Sekanten kongruente Strecken.

Diese Eigenschaft ist ein Sonderfall des folgenden Lehrsatzes, den wir ohne Beweis annehmen.

Abbildung 4

Merke dir!
Lehrsatz der aquidistanten Parallelen

Wenn mehrere parallele Geraden kongruente Strecken auf einer Sekante bestimmen, dann bestimmen sie
kongruente Strecken auf jeder anderen Sekante.

Al e d,

N

Voraussetzung: d, | d, Il d, [l d, | d, ..
AA=AA =AA =AA. = ..

Schlussfolgerung: BB,=B,B,=B,B,=BB,=...

>
@
/
ou]
w
Q|
w
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>
o
1
Qo
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Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Auf der Strecke AB ist der Punkt P so anzunehmen, dass % :% ist.

A P B

Berechnet die Verhéltnisse:

PB. AP, PB. 5PA AP+AB. 2-PB+ AP
AP’ AB’ AB’ 11PB’ AB AP+3-PB’

Losung:

Die Beziehung %:% wird &quivalent geschrieben % =%= k, AP =3k, PB =5k und AB = 8k. Wir erhalten:
PB _5k_5. AP _3k _3. SPA _15k _ 3. 2:PB+AP _13
AP 3k 3’ AB 8k 8 11PB 55k 11’ AP+3.PB 18’
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Vorgeschlagene Aufgaben

Seien die Strecken AB und CD so, dass AB =6 cm und CD = 3 cm ist. Berechnet den Wert der Verhaltnisse:

AB CD AB AB+CD
co’ AB’ AB’ co

Seien die Strecken AB und CD so, dass AB =4 dm und CD = 0,1 m. Berechnet den Wert der Verhaltnisse:
AB CD AB+CD AB+CD
co’ AB’ AB ' AB-CD "

A, B, C seien in dieser Reihenfolge kollineare Punkte mit AB=6 cm, BC =4 cm. Berechnet den Wert der Ver-
haltnisse:

A8, Ac. AB+BC. AB  AB
BC’ AB’ AC BC AC
Berechnet das Verhaltnis der Strecken AB und CD, wenn bekannt ist, dass:
AB=4cm,CD=20 mm; AB=50mm,CD=0,5dm;
AB=8m,CD=1,6dam; AB=4,8hm, CD=0,24 km.
Im Dreieck ABC ist die Strecke EF die Mittellinie, E € AB, F € AC. Berechnet den Wert der Verhaltnisse:
AE, AF. EF. AB. 8C
EB’ AC’ BC’ EB’ EF’
Der Punkt M liegt auf der Strecke AB, sodass AM :%AB ist. Bestimmt:
AM, MB, AM, 8. AM  AB
AB’ AB’ MB’ MB’ MB MB’

Wenn A, B und C in dieser Reihenfolge kollineare Punkte sind, AC=24 cm und g—g:%, berechnet AB und BC.

Die Langen der Seiten AB, AC und BC des Dreiecks ABC sind proportional zu den Zahlen 3, 4 und 6. Wenn der
Umfang des Dreiecks ABC 39 cm betragt, bestimmt AB, AC und BC.
Bestimmt, ob die Strecken AB und BC proportional zu den Strecken CD und DE sind, wenn bekannt ist, dass:

AB=8cm;BC=4cm;CD=16 cmund DE=8cm;

AB=12cm; BC=0,4dm und %=0,3.

In Abbildung 6 ist d, I d, |l d, Il d, |l d. |l d, und AA,=AA =AA =AA =AA,. Al \B d,
Wenn B,B, = 25 cm ist, berechnet B,B,, B,B,, B,B, und B,B,. Al \B, d,
Es seidas Trapez ABCD mit der grofsen Grundlinie AB, die Punkte M, N auf der Seite AsJ \B: ds
AD und die Punkte P, Q auf der Seite BC, sodass AM = MN = NDund MP || NQ || AB. A4[ \Ba d
R und S seien die Schnittpunkte der Diagonale AC mit den Geraden MP bzw. NQ. A [ \Bs ds
Wenn SQ =2 cm und MR =1 cm ist, bestimmt die Lange der Grundlinien AB und Aér[ \Bé ds
CD des Trapezes. Abbildung 6

Es sei das Trapez ABCD mit der grofsen Grundlinie AB, die Punkte M, N, P auf der Seite AD und die Punkte Q, R,
S auf der Seite BC, sodass AM=MN =NP=PD und MQ || NR || PS || CD.

Beweist, dass R der Mittelpunkt des Strecke SQ ist.

Wenn MQ =14 cm, PS =10 cm und die Punkte £ und F die Schnittpunkte der Diagonalen AC bzw. BD mit der
Strecke NR sind, bestimmt die Lange der Strecke EF.

Test

1. Betrachtet die Strecke AB und CD so, dass AB =0,12 dam und CD = 40 cm. Berechnet den Wert der Verhaltnisse:
AB CD AB+CD
a. —; b. —; c. .
CD AB AB

2. Wenn A, Bund C in dieser Reihenfolge kollineare Punkte sind, AC=18 cm und g—gzg berechnet AB und BC.

3. Die Langen der Seiten AB, AC und BC des Dreiecks ABC sind direkt proportional zu den Zahlen 2, 4 und 5. Wenn

bekannt ist, dass die langste Seite 15 cm betragt, bestimmt den Umfang des Dreiecks ABC.
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2. Lektion: Lehrsatz des Thales

Schliisselworter
proportionale nicht-aquidistante direkter abgeleitete Proportionen Kehrsatz eines
Strecken Parallelen Lehrsatz (Verhaltnisgleichungen) Lehrsatzes

Lehrsatz des Thales

Betrachtet das Dreieck ABC und die Punkte D und E auf den Sei- A
ten AB bzw. AC, sod AD_2 nd DE || BC (Abbildung 1)
e zw. AC, so assDB—3u ildung 1). M

Wir wollen herausfinden, in welchem Verhéltnis der Punkt E die D E D
Seite AC tellt N

AD
Weil — =— ist, unterteilen wir die Strecke AD in zwei gleiche P
DB 3 B c B

Teile: AM = MD und die Strecke DB in drei gleiche Teile: DN = NP = PB. Abbildung 1 Abbildung 2

Somit teilen die Punkte M, D, N und P die Gerade AB in flinf kongru-
ente Strecken: AM =MD = DN = NP = PB (Abbildung 2).

Wir konstruieren Parallelen durch M, N und P zur Geraden BC; sie schneiden die Gerade AC in den Punkten Q,
R bzw. S. Unter Anwendung des Lehrsatzes der aquidistanten Parallelen ergibt sich AQ = QF = ER = RS = SC, also
AE 2
EC 3
Was stellen wir fest?

AE 2

AD _
Die Parallele DE zur Seite BC teilt die Seiten AB und AC im gleichen Verhaltnis: —5 DB _EC 3

Mit anderen Worten: Die Gerade DE bestimmt proportionale Strecken auf den beiden Seiten des Dreiecks.
Die obige Aufgabe ist ein Sonderfall des folgenden Lehrsatzes, den wir ohne Beweis annehmen.

Merke dir!

Lehrsatz des Thales

Eine Parallele zu einer Dreieckseite, die keinen Eckpunkt des Dreiecks enthalt, bestimmt proportionale Stre-
cken auf den beiden anderen Seiten.

4 Voraussetzung: AABC
DE || BC,D € AB, E € AC
D E
Schlussfolgerung;: AD _AE
DB EC
B C

Auf der Seite AB des Dreiecks ABC mit AB = 6 cm liegt der Punkt D mit der Eigenschaft, dass AD =4 cm ist. Die
Parallele durch D zu BC schneidet die Seite AC in E. Da wir wissen, dass AE = 6 cm ist, bestimmen wir die Lange
der Seite AC.

AD AE
Laut Lehrsatz des Thales ist DB EC und da DB=AB-AD=2cm ist, ergibt sich EC=3 cm. Daher:
AC=AE+EC=9cm.

AD A
Addiert man alternativ die Zahler zu den Nennern in der Verhaltnisgleichung E:E’ erhalt man
AD  AE AD _AE i ac_ABAE
AD+DB AE+EC’ " aB ac’" “~ap M
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Bemerkungen

1. Unter Verwendung von abgeleiteten Verhaltnisgleichungen kann die Schlussfolgerung des Lehrsatzes des Tha-
les auch in einer der Formen geschrieben werden:
AD _AE DB _EC

AB AC %% a8~ ac

2. Der Lehrsatz von Thales gilt auch dann, wenn die Parallele zu einer der Seiten die Verlangerungen der beiden
anderen Seiten schneidet.
Es gibt zwei mogliche Konfigurationen: Eine Parallele zur Geraden BC kann in der durch die Parallele durch A zu BC
und den Punkt B bestimmten Halbebene (Fall 1) oder in der entgegengesetzten Halbebene (Fall 2) gezogen werden:

A
Voraussetzung: 1. MN || BC,M < (AB, N € (AC
2. PO || BC,P < (BA, O < (CA
Schlussfolgerung: 1. AM _AN. AM _ AN
By C MB NC' AB AC
M iy N 5 AP AP AO AP AQ
Fall 1 Fall 2 PB QC AB ~AC

1. Es ist offensichtlich, dass es ausreicht, den Lehrsatz von Thales im Dreieck AMN, mit BC || MN, anzuwenden.
2. Wir konstruieren die Symmetriepunkte P’ und Q' der Punkte P und Q in Bezug auf den Punkt A. Das Viereck
POP'Q’ ist ein Parallelogramm, also P'Q’ || PQ || BC. Wendet man den Lehrsatz von Thales im Dreieck ABC an, in
AP _AQ'
AB AC’
In Anbetracht der obigen Ergebnisse kdnnen wir eine erweiterte Form des Lehrsatzes des Thales aufstellen, die
alle vorgestellten Konfigurationen einschliefst:

dem P'Q' || BC, erhalt man —— , und die Schlussfolgerung lautet, dass AP’ = AP und AQ’' = AQ.

Lehrsatz des Thales
Eine Parallele zu einer Dreieckseite bestimmt auf den anderen beiden Seiten oder auf deren Verlangerungen
proportionale Strecken.

Merke dir!
Kehrsatz des Lehrsatzes des Thales

Eine Gerade, die auf den Seiten eines Dreiecks homologe (entsprechende) Strecken proportional zu diesen
Seiten bestimmt, ist parallel zur dritten Seite des Dreiecks.

A Voraussetzung: AABC
dnAB={D},dAC={E}
F AD _AE
b S ABAC
5 - c Schlussfolgerung: DE || BC
Beweis:

Wir wenden die Methode der Zurlickfihrung auf einen Widerspruch an. Unter der Annahme, dass DE nicht par-
allel zu BC ist, konstruieren wir die Parallele durch D zu BC und bezeichnen mit F ihren Schnittpunkt mit AC; dann
AF AD AE AE AF

D
ist F = E. Gemafs dem Lehrsatz von Thales folgt aus DF || BC, dass -5 2B AC Aber AB_AC also AC - AC Was

zu AE = AF fiihrt. Daraus folgt, dass die Punkte E und F ibereinstimmen, gegen Widerspruch. Diese Annahme ist
falsch, also DE || BC.

Bemerkung

Wie oben kdnnen wir die Schlussfolgerung des Kehrsatzes des Lehrsatzes des Thales auf Situationen ausdeh-
nen, in denen eine Gerade auf den Verlangerungen der Seiten eines Dreiecks homologe Strecken proportional zu
den Seiten bestimmt. Somit gilt das folgende allgemeinere Ergebnis:

Lehrsatz. Es seien das Dreieck ABC und die Punkte D € AB, E € AC, die in derselben Halbebene liegen, die

AD E
dann DE || BC.

durch die Parallele durch A zu BC bestimmt wird. Wenn —— 2B AC’

TN —— (TG,



®
Anwendungen des Lehrsatzes des Thales
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1. Der Lehrsatz der nicht-aquidistanten Parallelen

Mehrere parallele Geraden bestimmen auf zwei Sekanten proportionale Strecken.

Voraussetzung: d, [l d,lld, |l d, Il d;|l..

A1A2 =A2A3 =A3A4 =A4A5 =...
B,B, B,B, B,B, B,B,

Schlussfolgerung:

Portfolio
Beweise den obigen Lehrsatz fir den Sonderfall von vier parallelen Gera-
den, die von zwei Sekanten geschnitten werden.
Du kannst die folgenden Ideen in deinem Beweis verwenden:
« Konstruiere eine Parallele durch den Punkt B, zur Geraden A A, und schneide P
diese Parallele mit d, und d, (siehe Abbildung 3).

o/ \a& d
Al Ci\B d,

1

« Wende den Lehrsatz des Thales im Dreieck B,C,B, an und beweise die Gleich- A} C34'ID3'¢' % i
heit 22 _ A4 A, D, B, d,
BlBZ BZB3
- Konstruiere eine neue Parallele zur Geraden A.A,, diesmal durch den Abbildung 3

1" 72

Punkt B,, und vervollstandige den Beweis.

2. Teilen einer Strecke in Teile, die proportional zu gegebenen Zahlen (Strecken) sind

Betrachten wir eine gegebene Strecke AB, die wir in Teile (Strecken), proportional zu den Zahlen 2, 3 und 6,
unterteilen wollen. Mit anderen Worten, wir stellen uns die Aufgabe, zwei Punkte M und N auf der Strecke AB so
AM MN NB

zu bestimmen, dass 7=? 6

Die Aufgabe besteht also darin, die Strecke ABin 2 + 3 + 6 =11 gleich lange Strecken zu unterteilen. Zu die-
sem Zweck konstruieren wir einen Strahl Ax, auf dem wir mithilfe des Zirkels 11 kongruente Strecken konstru-
ieren (siehe Abbildung 4). Wir bemerken, dass AA, =2u, A,A,=3u und AA, = 6u. Wir konstruieren die Parallelen
AMI A ,BundAN | A, B.

AM MN NB

Mithilfe des Lehrsatzes der nicht-aquidistanten Parallelen erhalt man S T3 g

Abbildung 4

Mathe-Kultur

Thales von Milet (623 v. Chr. — 546 v. Chr.)

Thales von Milet war ein griechischer Philosoph, Mathematiker und Astronom, der als
Vater der Wissenschaften und einer der sieben Weisen des antiken Griechenlands gilt.
Thales wird oft als der ,.erste grofse griechische Mathematiker” angesehen.

Thales ist die erste Person, der eine mathematische Entdeckung zugeschrieben wird.
Er gilt auch als der Erste, der das deduktive Denken auf die Geometrie anwendete. Der
Mathematiker lernte die Geometrie auf seinen Reisen in Agypten kennen; er entwickelte
dieses Gebiet weiter und vertiefte seine Kenntnisse der Geometrie in Griechenland. Die
von ihm entwickelten geometrischen Lehrsatze bildeten die Grundlage der griechischen
Mathematik.

Lest mehr Giber Thales von Milet in den von eurem Lehrer empfohlenen Internetquellen.




Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Im Trapez ABCD gilt: AB || CD, AC~ BD= {0}, BD=20 cm und %:% Berechnet die Langen der Strecken BO und
oD.

Losung: A B
Die Gerade AB verlauft parallel zur Seite CD des Dreiecks ODC und schneidet die

Verlangerungen der Seiten OC und OD in den Punkten A und B (Abbildung 5).

Unter Anwendung des Lehrsatzes des Thales ist ﬁzﬁ also &zg
C OD oD 3
Dann ist 50 :L, . h, @:Z also BO=Z-BD=2‘20 cm=8cm,und D ] c
BO+0OD 2+3 BD 5 5 5 Abbildung 5

DO=BD-BO =12 cm.

In jedem Dreieck bestimmt die Winkelhalbierende eines Winkels auf der gegeniiberliegenden Seite zwei Stre-
cken, die zu den beiden anderen Seiten proportional sind.

A
Voraussetzung: AABC

<BAD = <CAD, D € BC
Schlussfolgerung;: bB_AB
B D C DC AC
Losung: Die Schlussfolgerung ist offensichtlich wahr, wenn AB=AC. Nehmen A
wir weiter an, AB = AC. Wir konstruieren die Parallele durch B zu AD und
bezeichnen mit P den Punkt, in dem sie die Gerade AC schneidet (Abbildung
6). Da <APB = <CAD (Stufenwinkel) und <BAD = <ABP (innere Wech-
selwinkel) sind, folgt daraus, dass <APB = <ABP, d. h., das Dreieck ABP B D C
gleichschenklig ist. Abbildung 6

Daher ist AP = AB. Da BP || AD ist, ergibt die Anwendung des Lehrsatzes von Thales 5 =£, d. h., 5 =£.
DC AC DC AC
Bemerkung: Die Aufgabe ist in der Fachliteratur als Lehrsatz der Winkelhalbierenden bekannt. Versucht
anhand der Losung von Aufgabe 3 (Lehrsatz der Winkelhalbierenden) zu beweisen, dass: Wenn zwei Seiten eines
Dreiecks nicht kongruent sind, bestimmt die auféere Winkelhalbierende des von ihnen gebildeten Winkels auf
der Stltzgeraden der gegeniiberliegenden Seite Strecken, die proportional zu den nicht kongruenten Seiten sind
(Lehrsatz der aufseren Winkelhalbierenden).

X

0

Voraussetzung: AABC, AB#AC
XEAB = <EAX,E € BC
EB AB

Schlussfol P —=—
chlussfolgerung T

A

E B c

Vorgeschlagene Aufgaben

In Abbildung 7 ist DE || BC, AD =4 cm, AE =3 cm und EC = 6 cm. Berechnet AC, DB und AB. A
Die Punkte D und E liegen auf den Seiten AB bzw. AC des Dreiecks ABC, sodass DE || BC ist. E
Wenn AD=2cm, AB=6 cm und AC=12 cm, berechnet DB, AE und EC.
Wenn AD =3 cm, DB=4 cm und AE =6 cm, berechnet AB, EC und AC.
Wenn DB=6 cm, AB=9 cm und AC=12 cm, berechnet AD, AE und EC.

B .
Im Dreieck ABC liegen die Punkte D und E auf den Seiten AB bzw. AC so, dass Abbildung 7
DE || BC. M

Wenn BE =6 cm, AE=8 cm und BF =4 cm, berechnet AB, FC und BC. 4 3
Wenn BF=12 cm, FC=8 cm und AE =5 cm, berechnet BC, BE und AB. 9
Wenn BE =16 cm, AB =24 cm und BF = 8 cm, berechnet AE, FC und BC.

In Abbildung 8 wissen wir, dass MN || BC, AM=4 cm, AN=3 cm und AB=9 cm. B
Berechnet AC und MC.

C

o

Abbildung 8
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In Abbildung 9 wissen wir, dass MN || BC, AB=10cm, AN=15cm und AM=25 cm. A
Berechnet NB, AC, MC.

Im Dreieck ABC liegen die Punkte £ und F auf den Seiten AB und AC, sodass EF || BC. B
Wenn AE = 2EB, AB=12 cm und AC = 18 cm, berechnet AE, EB, AF und FC. C
Im Dreieck ABC liegen der Punkt M auf der Seite AB und der Punkt N auf der Seite AC so, N

. AM 2 Abbildung 9
dass MN || BC ist. Wenn WZE und AN =20 cm, berechnet NC und AC. raung

Auf den Seiten des Dreiecks ABC liegen die Punkte Mund N, M € AB, N € BC. Priift, ob MN || AC in den Fallen:
AM=8cm,MB=6cm,BN=12cmund NC=9 cm;
AM=12cm,AB=16cm, BN=11cmund NC=33 cm;

MB=15cm,AB=36 cm, BN=10cm und BC=24 cm;
M=§, BN=6dm, NC=0,12 dam.
AB 4
ABCD sei ein Rechteck und E auf der Seite AB so, dass %:% Wenn EF || BD, F € AD, und AD =24 cm ist,

berechnet AF und FD.

Im Trapez ABCD mit AB || CD, AB < CD, sei M auf der Seite AD und P < BC so, dass %:% und MP || AB.

Bekannt ist, dass BC = 28 cm und AC N MP= {N}.
Berechnet das Verhaltnis der Strecken AN und AC. Bestimmt die Langen der Strecken BP und PC.

Gegeben sei das Trapez ABCD, AB || CD, AB > CD. Betrachtet die Punkte E und F, E € AD, F € BC, sodass

DE _ % ist. Zeigt, dass EF || AB.

AE
. BO 3 -
Im Trapez ABCD gilt: AB || CD, AC ~ BD= {0}, AC =24 cm und —— =—. Berechnet die Langen der Strecken AO und OC.

oD 5°
. . . . AG DF .
In Abbildung 10 ist ABCD ein Rhombus, EF || AB und EG || BD. Zeigt, dass ﬁJrﬁ:l ist.

In Abbildung 11 stellen die Strecken BC und DE zwei Trampoline dar, die an einer Stange AD befestigt sind. Die
beiden Trampoline befinden sich tber einem Schwimmbecken. Es ist bekannt, dass AB=4 mund BD=6 m,
BC || DE, und der Abstand zwischen den Punkten A und C 6 Meter betragt. Berechnet den Abstand zwischen
den Punkten A und E, wobei bekannt ist, dass die Punkte A, C und E kollinear sind.

Abbildung 12 zeigt eine schematische Darstellung der Positionen der Hauser von fiinf Kindern: Mihai, Adi,
Rares, Dana und Corina. Zeigt anhand der in der Abbildung dargestellten Entfernungen, dass die Lunii-Strafse
und die Unirii-Strafde parallel sind.

B D E

G
A C
B C

E

D A Str. Unirii

) ) Rares ) Corina

Abbildung 10 Abbildung 11 Abbildung 12

Test

1. Man betrachte das Dreieck ABC und die Punkte D und E auf den Seiten AB bzw. AC, sodass DE || BC.ist. Wenn
AB=12cm, AE=10 cmund EC =6 cm, berechnet AD, DB und AC.

2. Gegeben sei das Trapez ABCD mit AB || CD, AC n BD = {0}, BD = 25 cm, und —Ozg

A
ocC
Berechnet die Langen der Strecken BO und OD.

3. Im Parallelogramm ABCD seien M € BC, N € BD und P € DC, sodass MN || CD und NP || BC.

Beweist, dass %ﬁtﬁ =1.
BC DC
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3. Lektion: Ahnliche Dreiecke. Hauptsatz der Ahnlichkeit

Schliisselworter
Ahnlichkeit ahnliche Dreiecke proportionale Strecken
ahnliche Figuren Ahnlichkeitsverhaltnis Hauptsatz der Ahnlichkeit

Ahnliche Dreiecke

Mathe im Alltag

Tangram ist ein altes chinesisches Puzzlespiel, das aus sieben Teilen besteht, die Tans genannt
werden (finf rechtwinklige und gleichschenklige Dreiecke, ein Quadrat und ein Parallelogramm)
und aus denen sich verschiedene Figuren bilden lassen. Dina, Vlad und Eliza analysieren die Teile.

Dina: Das griine Dreieck ist kongruent mit dem blauen Dreieck und das lila Dreieck ist kongruent
mit dem braunen Dreieck.

Eliza: Obwohl sie nicht alle identisch sind, haben die Dreiecke eine ahnliche Form.

o A .

Vlad: So wie ich es sehe, gibt es eine gemeinsame Form (Figur), die eine bestimmte Anzahl von Malen ver-
grofdert oder verkleinert wurde, um diese Dreiecke zu erzeugen. Das ist wie die Zoomfunktion bei einer
Kamera oder einem Mikroskop.

Eliza: Die Technik, von der du sprichst, nennt sich Skalierung. Die Zahl, die angibt, wie oft du ein Bild vergro-
fsern oder verkleinern kannst, wird Skalierungsfaktor genannt. Wenn dieser Faktor unter einer Einheit
liegt, wird das Bild verkleinert. Liegt er (iber einer Einheit, wird es grofier.

Dina: Ichhabe eine Version desselben Spiels mit mehr Formen (Figuren). Ich zeige euch ein paar Arten von Figuren:

[TTp

Eliza: Die gleichfarbigen Teile haben die gleiche Form. Aber obwohl alle Quadrate sich dhneln, gilt dies nicht
fur alle Rechtecke oder Dreiecke. Genauer gesagt, kdnnen nicht alle Dreiecke (oder Rechtecke) durch
Vergrofserung oder Verkleinerung einer gemeinsamen Form hergestellt werden.

Was stellen wir fest?

In den oben genannten &hnlich gefarbten Figuren bleiben das Verhaltnis der Seitenlangen und das Mafs der
Winkel von einer Figur zur anderen erhalten. Wir werden sagen, dass dies dhnliche Figuren sind.

Intuitiv sind zwei beliebige gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke ahnlich, aber zwei beliebige rechtwinklige
Dreiecke sind nicht unbedingt ahnlich. Ebenso sind zwei beliebige Quadrate ahnlich, aber nicht zwei beliebige
Rechtecke.

In diesem Sinne werden wir im Folgenden Dreiecke untersuchen.

Merke dir!

Definition. Zwei Dreiecke werden als ahnlich bezeichnet, wenn die Winkel des einen Dreiecks kongruent zu den
Winkeln des anderen Dreiecks sind und die gegeniiberliegenden Seiten der kongruenten Winkel proportional sind.
Wenn die Dreiecke ABC und A’B'C’ ahnlich sind, schreiben wir:
AABC ~ AA'B'C'.
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Laut Definition finden die Beziehungen statt:

<A = <A, <B=<B, <C=<«C'und AB _ 46 = EI0 . A
AB  AC BC
Der gemeinsame Wert der drei Verhaltnisse wird als Ahnlichkeitsver-
haltnis der Dreiecke ABC und A'B'C’ bezeichnet.
B C B @

Die Abbildungen 1 und 2 zeigen Paare ahnlicher Dreiecke. Anhand der Definition kdnnen wir von jedem Dreieck
die unbekannten Elemente (Seitenlangen oder Winkelmafse) bestimmen.

F
A! E’
A
>
£
[8)
<
B'd £
c 0
D!
B
C
D
Abbildung 1 Abbildung 2
JA=<A =65°
AABC~AA’B’C':>{ o DE_ DF _EF
_ xR _7E0 ADEF ~ADEF = —=——=——
{B - {B - 75 DVEI D/FV EIFI
4C=4C'=180° - (¥A' + ¥B') = 40° E_Z:{DE=80m
E'F’ D'F'=3cm

Eigenschaften der Ahnlichkeitsbeziehung zweier Dreiecke
1. Jedes Dreieck ist ahnlich mit sich selbst: AABC ~ AABC.

2. Wenn ein Dreieck dhnlich mit einem zweiten Dreieck ist, dann ist das zweite Dreieck auch ahnlich mit dem
ersten Dreieck:
wenn AABC ~ AA’B'C’, dann AA’B'C’' ~ AABC.

3. Zwei Dreiecke, die jeweils ahnlich mit einem dritten Dreieck sind, sind einander ahnlich:
wenn AABC ~ AA"B"C" und AA'B'C’' ~ AA"B"C", dann AABC ~ AA'B'C'.

4. Zwei beliebige kongruente Dreiecke sind &hnlich (das Ahnlichkeitsverhiltnis ist gleich 1):
wenn AABC = AA’'B'C’, dann AABC ~ AA'B'C'.
Merke dir!

Hauptsatz der Ahnlichkeit

Eine Parallele zu einer Dreiecksseite bildet mit den beiden anderen Seiten (oder mit deren Verlangerungen) ein
mit dem gegebenen Dreieck ahnliches Dreieck.

A Ee——"rD

A
A\\ ’
D E
By C
B c

B c D E
DE || BC = AADE ~ AABC DE || BC = AADE ~ AABC DE || BC = AADE ~ AABC




Beweis:
Wir werden dies nur fiir den Fall beweisen, dass D auf der Strecke AB liegt. Wir miissen

AD AE DE A
AB AC BC
Die Winkel DAE und BAC fallen zusammen, also <DAE = <BAC. Dann ergibt sich aus

zeigen, dass ¥DAE = <BAC, <ADE = ¥ABC, ¥AED = ACB und —

DE || BC, ¥ADE = ¥ABC und <AED = <ACB (Stufenwinkel).

D g

Der Lehrsatz des Thales, im Dreieck ABC angewendet, zeigt uns, dass %=/’:—E (Abbildung 3).

Um zu beweisen, dass Ez% ist, konstruieren wir die Parallele durch E zu AB, die die 5 s
Gerade BCin F schneidet. Da EF || AB ist, ergibt sich unter erneuter Anwendung des Lehrsatzes Abbildung 3
des Thales — 26 5

EA FB EC+EA FC+FB AC BC
Unter Verwendung der abgeleiteten Verhaltnisgleichungen ergibt sich TEA_ItT , oder ,d. h,
FB EA FB’
AE_BF
AC BC’ JE DE
Das Viereck DEFB ist ein Parallelogramm, also ist DE = BF, und die obige Beziehung wird Rz 5C , was zu

beweisen war.

Portfolio

Beweise den obigen Lehrsatz fiir die beiden anderen Falle.
Fir den Beweis kannst du verwenden:

« Eigenschaften von Winkeln, die von zwei parallelen Geraden mit einer Sekanten gebildet werden, um die Kon-
gruenz der Winkel <D = «B und <E = <C zu beweisen;

« Lehrsatz des Thales und ahnliche Begriindungen wie im Beweis von Fall 1, um Fall 2 zu beweisen;

« die Konstruktion der Symmetriepunkte D’ und E’ der Punkte D und E in Bezug auf den Punkt A, gefolgt von dem
Vergleich der Dreiecke AD'E’ und ABC, um Fall 3 zu beweisen.

Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

D und E seien Punkte auf den Seiten AB bzw. AC des Dreiecks ABC, sodass die Geraden DE und BC parallel sind.
Wenn bekannt ist, dass AB=18 cm, DB =12 cm, DE =4 cm und AE =9 cm sind, bestimmt die Langen der Stre-
cken AD, BC und EC.

Losung:

Da DE || AB ist, folgt laut dem Hauptsatz der Ahnlichkeit, dass AADE ~ AABC = AYDEAE

AB BC AC’
Aber AD=AB-DB=6cm, also i=i=i, daher BC—18 4—il.2cm AC:ﬂzﬂcm und
18 BC AC 6 6

EC=AC-AE=18cm.

In Abbildung 4 ist die Gerade DE parallel zu AB und die Gerade DF parallel zu BC. A
Beweist, dass E-FE—:L ist. F D
AB BC
Losung:
Wir wenden den Hauptsatz der Ahnlichkeit an:
DE || AB = ACDE ~ ACAB = DE _ €D (q), — >
AB CA Abbildung 4
FD || BC = AAFD ~ AABC = DF _AD (5.
BC CA

Aus den Beziehungen (1) und (2) erhalt man: E E ¢b AD M AC _
AB BC CA CA CA AC

)
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Vorgeschlagene Aufgaben

@
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Man betrachte die Dreiecke ABC und DEF so, dass AABC ~ ADEF. Es ist
bekannt, dass <A =45° und «B =50°. Bestimmt <«C, <E, <D und <F.

In Abbildung 5 sind die Dreiecke ABC und DEF &hnlich. Bestimmt x und y.
Man betrachte die Dreiecke ABC und MNP so, dass AABC ~ AMNP.

AB=6cm,BC=9cm und%:& Berechnet MN und NP.

Wenn AABC ~ AMNP,AB=7 cm,AC=9cm,MN =21 cmund NP=36 cm,
bestimmt die Umfénge der beiden Dreiecke.

Wenn AABC ~ ADEF, AB=10cm, AC=6 cm, DF =12 cm und <A = 64°,
bestimmt DE und <«D. 4 Abbildung 5

Im Dreieck ABC liegen die Punkte D und E auf den Seiten AB bzw. AC, sodass DE || BC.
Wenn AB=15cm, BC=18 cm, AC=21 cm und BD =10 cm, berechnet AD, AE, EC und DE.
Wenn DE=12 cm, AB=20 cm, BC=15 cm und AC =30 cm, berechnet AD, DB, AE und EC.
Wenn AB=16 cm, BC=20cm, AC=24 cm und AE=18 cm, berechnet AD, DB, EC und DE.

Im Dreieck ABC liegen die Punkte D und E auf den Seiten AB bzw. AC, sodass

Schule
DE || BC. Wenn bekannt ist, dass %z%,AE: 4cm,AB=20cmundBC=15cm, c
o
ol A
bestimmt AD, DB, EC, AC und DE. TN
. . . _ Vlad +1----% Dina
Das Dreieck ABC hat die Eigenschaft AABC ~ ABCA. Gebt die Art des Dreiecks |
ABC an. i
1 N
Das Trapez ABCD hat AB| CD, AB=30cm, BC=20cm, CD=10cm und £ RO
AD =14 cm. Wenn AD n BC = {M}, berechnet den Umfang des Dreiecks MAB. @
Bestimmt anhand der Anleitungen in Abbildung 6:
die Entfernungen, die Dina und Eliza zur Schule zuriicklegen missen; Luca 300m Eiiza
die Entfernung zwischen den Hausern von Vlad und Dina. Abbildung 6

Mathe-Kultur

Legende des TANGRAM-Spiels

Es wird erzéhlt, dass vor vielen Jahren, in fast unvordenklichen Zeiten, in China ein gewisser
Tan lebte, dessen einziger wertvoller Besitz ein wunderschénes Keramikstiick war. Er wollte es
dem Kaiser zeigen, und Tan machte sich auf den Weg, stolperte aber ungllick-
licherweise und das Stiick zerbrach in sieben geometrische Formen: zwei gro-
' Sere Dreiecke, ein mittleres Dreieck, zwei kleinere Dreiecke, ein Quadrat und
ein Parallelogramm. Beim Versuch, sie wieder zusammenzusetzen, wurde Tan
vom Pech verfolgt, denn er fand einen Hund, einen Vogel und eine tanzende
Frau. Tan war erstaunt (iber seine Entdeckung und stellte sie schliefslich dem
Kaiser in Form eines Spiels vor.

Selbstbewertung

1. Wenn AABC ~ ADEF, AB=20cm, AC=12 cm, DF =24 cm und <B =52°, bestimmt DE und <E.

2. Im Dreieck ABC ist der Punkt D auf der Seite AB und der Punkt E auf der Seite AC so anzunehmen, dass DE || BC.
Wenn AC=12cm,AD=6 cm, AE=9 cm und DE=12 cm, berechnet EC, DB, AB und BC.

3. Indem Trapez ABCD, AB || CD, sind AB=35cm, CD=10cm, AC=18 cmund BD =27 cm.
Wenn AC n BD = {0}, berechnet AO, OC, BO und OD.
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4. Lektion: Ahnlichkeitskriterien der Dreiecke. Schiatzen von
Entfernungen im Alltag mithilfe der Ahnlichkeit

Schliisselworter
Ahnlichkeitskriterien Winkel-Winkel (WW) Seite-Winkel-Seite (SWS)
Ahnlichkeitsverhaltnis Seite-Seite-Seite (SSS)

Ahnlichkeitskriterien der Dreiecke

Stellt das Puzzleteil in Abbildung 1 auf zwei Arten aus Karton her.
Konstruiert das grofse Dreieck und schneidet das kleine Dreieck aus.
Achtet dabei darauf, dass die Abmessungen wie abgebildet sind und
dass die nicht-horizontalen Seiten der beiden Dreiecke parallel sind.
Fertigt zunachst eine Kartonvorlage an, mit der ihr dann das kleine Dreieck
aus dem grofsen Dreieck ausschneidet. Um die Vorlage anzufertigen, geht
ihr folgendermafsen vor: Konstruiert zuerst das Dreieck ABC und wahlt
dann den Punkt M auf der Seite AB so, dass AM = 3,2 cm ist. Konstruiert 2cm

man eine Parallele durch M zu BC, so ergibt der Hauptsatz der Ahnlichkeit Abbildung 1

ein Dreieck AMN, ahnlich mit dem Dreieck ABC. Da %:% ist, wissen

wir, wo wir den Punkt N auf der Seite AC wahlen miissen, sodass AN = 4 ist.
Dies ist unsere Kartonvorlage.
Wir konstruieren das grofde Dreieck, das wir ABC nennen, aus Karton. Es reicht aus, die Vorlage so zu verschieben,
dass die Gerade MN mit der Geraden BC zusammenfallt, und den Abstand von 2 cm in der Abbildung zu behalten.
Dann missen wir nur noch das kleine Dreieck ausschneiden (Abbildung 2).

A
A
RN 'S
M N M
M N
B C
Abbildung 2

Was stellen wir fest?

Die Herstelung der Vorlage AMN griindet auf der Konstruktion des Dreiecks ABC. In der oben beschriebenen
Situation haben wir den Konstruktionsfall Seite-Winkel-Seite (SWS) verwendet.

Mithilfe des Hauptsatzes der Ahnlichkeit ist es offensichtlich, dass wir, sobald wir ein Dreieck konstruiert haben,
beliebig viele zu diesem ahnliche Dreiecke bilden kdnnen. In der 6. Klasse haben wir eine Verbindung zwischen
den Konstruktionsfallen und den Kongruenzfallen der Dreiecke hergestellt. Man kénnte sich fragen, ob es einen
ahnlichen Zusammenhang zwischen der Konstruktion und der Ahnlichkeit der Dreiecke gibt.

Wir erinnern uns, dass eine Entsprechung zwischen zwei Dreiecken ABC und A’B’C’ durch die Reihenfolge der
Scheitelpunkte bestimmt wird. So entspricht der Scheitelpunkt A dem Scheitelpunkt A’, der Scheitelpunkt B dem
Scheitelpunkt B’, der Scheitelpunkt C dem Scheitelpunkt C’, und die entsprechenden (oder homologen) Seiten
liegen den entsprechenden (homologen) Scheitelpunkten gegeniiber.

Merke dir!

Das Ahnlichkeitskriterium Winkel-Winkel (WW)
Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie zwei Paare kongruenter homologer Winkel haben.

A ’
A Voraussetzung: AABC, AA'B'C’
A A=A, <B= 4B’
5 & c Schlussfolgerung: AABC ~ AA'B'C’
C
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Das Ahnlichkeitskriterium Seite-Winkel-Seite (SWS)

Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie zwei Paare von proportionalen homologen Seiten und die von ihnen
bestimmten Winkel kongruent haben.

A
8 Voraussetzung: AABC, AA'B'C’
SA= XA
4 AB _AC
B A8 AC
o Schlussfolgerung: AABC ~ AA'B'C’
B C

Das Ahnlichkeitskriterium Seite-Seite-Seite (SSS)
Zwei Dreiecke sind @hnlich, wenn sie proportionale homologe Seiten haben.

A AI
Voraussetzung: AABC, AA'B'C’
AB AC BC
B o A'B" AC' B'C
Schlussfolgerung: AABC ~ AA'B'C’
B ©

Beweis:
Auf der Halbgeraden AB nehmen wir den Punkt D so an, dass AD = A'B’, dann kon- A
struieren wir die Parallele durch D zu BC und bezeichnen mit E ihren Schnittpunkt mit
der Geraden AC (Abbildung 3).
Da DE || BC, ist laut dem Hauptsatz der Ahnlichkeit AADE ~ AABC.
Anhand der Annahmen fiir jedes Kriterium zeigen wir in jedem Fall, dass die Dreiecke D E
ADE und A'B'C’ kongruent sind, was gentigt, um abzuleiten, dass AABC ~ AA'B'C'.
Fall 1 (WW-Kriterium) B o
Die Winkel ADE und ABC sind homolog, also <ADE=<ABC= <A'B'C'. Da Abbildung 3

<DAE = <B'A’C' und AD = A'B’, folgt, dass AADE = AA'B'C’' (WSW-Kongruenzfall).
Fall 2 (SWS-Kriterium)
Da DE || BC ist, ergibt sich unter Anwendung des Lehrsatzes des Thales, dass ﬁzﬂ Da ﬁ:£ und
AD AE A'B" AC'
AD=A'B', erhdlt man AE = A'C’, wobei AADE = AA’B'C' (SWW-Kongruenzfall).
Fall 3 (SSS-Kriterium)
AB AC BC AB AC BC

Die oben ermittelte Beziehung AABC ~ AADE zeigt, dass —=—=—"_ Aber = =
AD AE DE A'B" AC" B'C

wobei AE = A’C' und DE = B'C', also AADE = AA'B'C’ (SSS-Kongruenzfall).

und AD=A'B,

A AB=6cm

AC=9cm

E AD=3cm

D AE=2cm

B
A C C

_ : : o AB AC BC 1
+ABE = CDE (jeweils 30°) AD _AE  pAE= scaB A A
< AEB = <CED (Scheitelwinkel) AC AB AB AC BC 2
AAEB ~ ACED (WW) AADE ~ AACB (SWS) AA'B'C' ~ AABC (SSS)
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Bemerkungen
1. Das Verhaltnis der Hohen, Seitenhalbierenden und Winkelhalbierenden @hnlicher Dreiecke

Das Verhaltnis der Langen der Hohen, Winkelhalbierenden und Seitenhalbierenden ausgehend von den homo-
logen Eckpunkten zweier dhnlicher Dreiecke ist gleich dem Ahnlichkeitsverhaltnis der beiden Dreiecke.

AV
A Voraussetzung: AABC ~ AA'B'C; % =k
AD, A’'D’' Hohen
AE, A'E' Winkelhalbierende
TR o AM, A'M’ Seitenhalbierende

; AD AE AM
Schlussfolgerung: = = =k
B D E M c g g D AE AM

Abbildung 4
Beweis:
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und A'B'C' folgt, dass <A = <A’, <B = <B' und % = % =k (Abbildung 4).
« Die Dreiecke ABD und A'B’D’ sind rechtwinklig, mit <D = <D’ =90°. Da ¥ABD = <A'B'D’, folgt, dass
AABD ~ AA'B'D’ (WW). Daraus folgt: AD _AB _ k.
A'D" A'B

« Die Winkel BAE und B'A’E’ sind kongruent, weil ihre Mafse die Halfte der Mafse der kongruenten Winkel BAC
und B'A’'C’ betragen. Da <BAE = <B'A'E’ und <ABE = <A’'B'E’, erhalten wir AABE ~ AA'B'E' (WW). Folglich:

AE _AB
AE  APB

. 1 P BM BC . .

« Aus den Beziehungen BM==BC und B'M'==B'C’ ergibt sich ——=——=k. Fir die Dreiecke ABM und
2 2 B'M'" B'C’
. AB BM .
A'B'M’ gilt «xABM = <A'B'M’" und ﬁ:wz k, woraus wir AABM ~ AA'B'M' erhalten (SWS).
Daher istﬂzﬁzk.
AM  AB

2. Das Verhaltnis der Flacheninhalte zweier ahnlicher Dreiecke

Das Verhéltnis der Flacheninhalte zweier ahnlicher Dreiecke ist gleich dem Quadrat des Ahnlichkeitsverhaltnis-
ses.

AI
A
AB
Voraussetzung: AABC ~ AA'B'C; YT k
B D C' Schlussfolgerung: Fle _ o
A'B'C'
B D C
Abbildung 5
Beweis:
_AD-BC _AD'-B'C’

Durch Konstruktion der Héhen AD L BC und A’D’' L B'C’ erhalt man Fl,,, = 5 und Fl,,. (Abbil-

dung 5).

2

Da das Verhaltnis der Langen der Hohen gleich dem Ahnlichkeitsverhaltnis ist, lasst sich daraus ableiten:

Fl,, __AD-BC _ AD BC
Fl,. AD-BC AD BC

=k k=K.

Schatzen von Entfernungen im Alltag mithilfe der Ahnlichkeit der Dreiecke

Praktische Aufgaben im Alltag erfordern oft das Messen der Entfernung zwischen zwei Punkten. Die konkrete
Situation im Gelande kann es schwierig machen, diese Entfernungen direkt zu messen, z. B. wenn wir die Hohe
eines Baumes oder eines Gebaudes messen oder die Entfernung zwischen zwei unzuganglichen Punkten bestim-
men missen usw. In den folgenden Aufgaben werden wir die in dieser Einheit gelernten Begriffe, insbesondere
die Ahnlichkeit der Dreiecke, zur Bestimmung solcher Entfernungen verwenden.
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1. Messen der Hohe eines Baumes

Nehmen wir an, die Senkrechte durch die Mitte des
Baumstamms schneidet den Boden im Punkt A und die
Baumkrone im Punkt X. Wir wollen die Hohe des Bau-
mes, d. h. die Lange der Strecke AX, schatzen.

An einem Punkt B, der a Meter von A entfernt ist,
befestigen wir einen Stab (in Abbildung 6 durch die
Strecke BD dargestellt) mit der Lange b Meter.

Wir bewegen uns auf der Halbgeraden [AB, bis wir
vom Boden sehen, dass die Punkte X, D und C kollinear
sind. Die Lange der Strecke BC kann gemessen werden; Abbildung 6
wir bezeichnen diese Lange mit c.

o]
o

Aus dem Hauptsatz der Ahnlichkeit ergibt sich ACBD ~ ACAX, also %:g—i
Daraus folgt, dass die Hohe des Baumes gleich ist mit AX = B[;'é\c = b-(a+c)'
c

Setzt man beispielsweise AB=a=6 m,BD=b =1 m und misst BC=1,5m, betragt die Hohe des Baumes 5 m.

2. Bestimmen der Entfernung zwischen zwei Punkten auf beiden Seiten eines Sees

In Abbildung 7 befinden sich Punkt Q (das Haus) und Punkt P (der
Baum) auf gegeniberliegenden Seiten eines Sees.
Um die Entfernung zwischen dem Haus und dem Baum zu bestim-

men, legen wir einen Punkt O fest, von dem aus die beiden Punkte a -,
sichtbar sind, und messen die Entfernungen OP=u und OQ =v. -

Betrachten wir eine positive Zahl a <u und berechnen die Zahl M
b :ﬂ; dann wahlen wir die Punkte A und B, auf der Strecke OP bzw. : __l
00 sg aus, dass OA = a und OB = b. Bei der Wahl von a achten wir dar- Abbildung 7

auf, dass die Gerade AB den See nicht ,,durchschneidet®. Dann mes-
sen wir die Strecke AB =c.

Unter den oben genannten Bedingungen ergibt sich %:8_2 und nach dem Kehrsatz des Lehrsatzes des Tha-
les ist AB || PQ. Laut dem Hauptsatz der Ahnlichkeit erhalten wir AOAB ~ AOPQ, also:
AB OA c

a c-u
—_—=— = =— = PQ=—".
PO OP PO u © a

Nehmen wir zum Beispiel an, dass die Messungen OP = u =320 m und OQ = 200 m ergeben.

Wir wahlen a =8 und finden b =5. Wir stellen die Punkte A und B auf OP und OQ fest, sodass OA =8 m und
OB =5 mist, und dann, indem wir den Abstand zwischen A und B messen, erhalten wir AB=c=2,5m.

Dann betragt die Entfernung PQ zwischen dem Haus und dem Baum 100 m.

Vorgeschlagene Aufgaben

Betrachtet die Dreiecke ABC und DEF in den Situationen a—d. Bestimmt, in welchen der gegebenen Falle die
beiden Dreiecke ahnlich sind.

A A
I3 b E
350 500
- \120° =
60° c 60° 359 B ¢ b
E D
B
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£ 5
o <
A 1om

Bestimmt, ob die Dreiecke ABC und MNP in jeder der folgenden Situationen &hnlich sind:

<A =40°, «B=62° <M=40°, <P="178° <B="75° «C=30° «M=50° «P=30°
AB_AC 1 o,
MN MP

AB=10cm,AC=14cm,BC=12cm, MN=15cm, MP=21cm, NP=18 cm.
Betrachte man die dhnlichen Dreiecke ABC und MNP. Bekannt ist, dass AB=6 cm, AC=8 cm, BC=9 cm und
MP=16 cm.

Berechnet MN und NP.
Bestimmt den Wert des Ahnlichkeitsverhaltnisses k der beiden Dreiecke.

<A =80°,

Zeigt, dass Yo = k.

MNP

Im gleichschenkligen Dreieck ABC, AB = AC, ist bekannt, dass <B =72°. BD sei die Winkelhalbierende des
Winkels <ABC, D € AC. Zeigt, dass AABC ~ ABDC.

Seien die gleichschenkligen Dreiecke ABC (AB = AC) und DEF (DE = DF). Wenn <A = 64° und <F = 58°, beweist,
dass AABC ~ ADEF.

Seien die gleichseitigen Dreiecke ABC und DEF. Beweist, dass AABC ~ ADEF.

Angenommen werden die rechtwinkligen Dreiecke ABC (<A = 90°) und DEF (<D =90°). AB=6 dm, AC=8dm,
DE=1,8 mund DF=2,4 m.

Zeigt, dass AABC ~ ADEF.

Berechnet die Flacheninhalte der beiden Dreiecke.

Uberpriift durch Berechnen, dass das Verhaltnis der Flacheninhalte der beiden Dreiecke gleich dem Qua-
drat des Ahnlichkeitsverhéltnisses ist.

Im Quadrat ABCD, AC N BD = {O}, sind die Punkte M und N auf den Strecken AO bzw. BO so anzunehmen, dass
AM = 2MO und BO = 3NO. Beweist, dass AOMN ~ AOCD.
Es sei das Dreieck ABC mit <A =90° und AD 1 BC. Beweist, dass:
AABD ~ ACAD; AABD ~ ACBA; AADC ~ ABAC.
Im Trapez ABCD mit AB || CD, AB > CD, bezeichnen wir AC nBD = {O} Wenn AC=18cm, AB=24 cm und

%:%, bestimmt die Langen der Strecken AO, OC und CD.
Im Dreieck ABC sei M ein Punkt auf der Seite BC. Man konstruiert MN || ACund MP || AB, wobei N € AB, P € AC.
Zeigt, dass E:ﬁ ist. Zeigt, dass £+M =1 ist.
AC AB AC AB
. . . . . .. .. AD AE
Seien die Punkte D und E auf den Seiten AC und AB eines Dreiecks ABC, fiir das gilt Ezﬁ'
Zeigt, dass AAED ~ AABC. Zeigt, dass <ADE = <ACB.
A D

P sei ein Punkt auf der Seite BC des Parallelogramms ABCD. Es sei AP ~ DC = {Q}
und DP n AB = {R}.

Beweist, dass AABP ~ AQCP. M
Beweist, dass ACDP ~ ABRP.

Das Rechteck in Abbildung 8 ist eine Skizze einer Terrasse. Die Abmessun-
gen der Terrasse sind AB=12 m und BC=18 m. Aufeerdem ist AM=MB und g N C
<MNB = <DNC. Zeigt, dass MN L ND. Abbildung 8
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Wiederholung und Bewertung

Ahnlichkeit der Dreiecke

Proportionale Strecken; Lehrsatz der dquidistanten Parallelen « Lehrsatz des Thales; Kehrsatz des
Lehrsatzes des Thales; Teilen einer Strecke in Teile, die proportional zu gegebenen Zahlen (Strecken) sind
« Ahnliche Dreiecke; Hauptsatz der Ahnlichkeit

Schreibt fiir die Aufgaben 1-22 den Buchstaben, der der richtigen Antwort entspricht, in eure Hefte. Fiir die Ubun-
gen 23-30 schreibt die vollstandigen Lésungen auf.

1.

Wenn AB=4cm und CD=8cm, dann ist AB
gleich: cD
a. 2; b. 0,5; c. 4, d. 8.
.Wenn AB=4dm und CD=8cm, dann ist ﬁ
gleich: cD
a. 5; b. 0,5; c. 2; d. 0,2.

. Wenn Maufder Strecke ABliegt, sodass AM =%-AB,

dann ist MB gleich:
AB

b. Z; c. 1; d. 3.

3.
a. —;
2 3 3

. Wenn M auf der Strecke AB liegt, AB=12 cm und

AM _ Z dann ist die Lange der Stecke MB gleich:

MB 3

a. icm; b. %cm; c. 8cm; d. 4cm.
12 5

. Die Dreiecke ABC und MPQ sind ahnlich. Wenn

£=g, dann ist das Verhaltnis der Flachenin-
MP 3
halte der beiden Dreiecke gleich:
a. Z; b. ﬂ; c. g; d. ﬂ
3 3 9 9

. Im Dreieck ABC ist MN die Mittellinie, MN || BC,

M e AC. Das Ahnlichkeitsverhiltnis der Dreiecke
AMN und ABC ist gleich:

a. 2; b. 1; c. —; d. —.

4

. Sei ein Dreieck ABC mit den Punkten D und E auf

den Seiten AB bzw. AC, sodass DE || BC ist. Wenn
BD=4cm, AE=3 cm und EC=6 cm, dann ist die
Lange der Strecke AD gleich:

a. 4cm; b. 2cm; c. 8cm; d. 6 cm.

. Sei ein Dreieck ABC mit den Punkten D und E auf

den Seiten AB bzw. AC, sodass DE || BC ist. Wenn
BD=8cm, AD=6 cmund AC =21 cm, dann ist die
Lange der Strecke EC gleich:

a. 9cm; b. 10cm; ¢c. 12cm; d. 8cm.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Sei ein Dreieck ABC mit den Punkten D und E auf

den Seiten AB bzw. AC, sodass DE || BC. Wenn
AB=12cm, AC=16cm und BD=3cm, dann ist
die Lange der Strecke AE gleich:

a. 10 cm; b. 4cm; c. 12cm; d. 9cm.

Sei ein Dreieck ABC mit den Punkten D und E auf
den Seiten AB bzw. AC, sodass DE parallel zu BC
ist. Wenn AB=16cm, EC=9cm und AD=4cm,
dann ist die Lange der Strecke AC gleich:

a. 27 cm; b. 36 cm; d. 4cm.

Wenn AABC ~ASTN, AB=8cm, BC=12cm und
ST=4 cm, dannist die Lange der Strecke TN gleich:

d. 10 cm.

c. 12cm;

a. 4cm; b. 6 cm; c. 8cm;

Wenn AABC~APQR, PQ=6cm, QR=8cm,
PR=10cm und U,,.=48 cm. Die Lange der Stre-
cke AB ist gleich:

a. 10 cm; d. 6cm.

Wenn AABC~AMNP, AB=6cm, MN=4cm,
MP=2cm und NP=6cm, dann ist der Umfang
des Dreiecks ABC gleich:

b. 16 cm;

b. 8cm; c. 12cm;

a. 12 cm; c. 18cm; d. 20cm.

Wenn AABC ~ASTN, AB=8cm und das Ahnlich-
keitsverhaltnis der beiden Dreiecke 0,25 ist, dann
ist die Lange der Strecke ST gleich:

a. 4cm; b. 6 cm; c. 8cm; d. 10 cm.

Wenn AABC ~ AMNP, <A = 50° und <P = 60°, dann
ist das Maf3 des Winkels N gleich:
a. 50°; b. 60°; c. 70°; d. 110°.
Wenn AABC ~ AMNP, <A = 60° und <B=280°, dann
ist das Mafs des Winkels P gleich:

a. 40°; b. 60° c. 80° d. 140°.

Wenn AABC ~ AMNP und 2—5 =4, dann ist der Wert

des Verhaltnisses MN gleich:
NP

a. 0,25; b. 4; c. 0,5; d. 2.



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Wenn AABC ~ AMNP, U,,.=27 cm und U,,,=9 cm,
dann ist das Verhaltnis AB gleich:
MN

a. 9, b. 3; c. 0,3; d. 1.
Im Trapez ABCD, AB parallel zu CD, ist, AC ~ BD = {0}

und Ezé Der Verhaltniswert bo ist gleich:
AC 4 BO

a. —; b. —; c. —; d.

w|
w| D
N
I\)_IH

Im Trapez ABCD, mit AB || CD, ACnBD =

AB _ 3 der Wert des Verhaltnisses AC ist gleich:
CD 5 ocC

~—

0} und

a. 0,2, d. 1,2.

I

; b.

(SRR

; Cc.

Sei M der Mittelpunkt der Seite DC des Parallelo-
gramms ABCD. Wenn AM n DB = {P}, dann ist das
Verhaltnis der Strecke DB und DP:

a. 3; b. 2; c. 1; d. 4.
Sei das Trapez ABCD, AB| CD, AB=4cm,

CD=12cm, AD=6cm und ADNBC={M}. Die
Lange der Strecke MA ist gleich:

b. 12 cm;

Welche der folgenden Aussagen ist wahr (W) und
welche ist falsch (F)?

a. Jedwelche zwei gleichschenklige, rechtwinklige
Dreiecke sind &hnlich.

a. 3cm; c. 6cm; d. 4cm.

b. Das Verhaltnis der Umfange zweier ahnlicher
Dreiecke ist gleich dem Quadrat des Ahnlich-
keitsverhaltnisses.

c. Wenn AABC ~ AACB, dann ist das Dreieck ABC
gleichschenklig.

d. Zwei mit einem dritten Dreieck ahnliche Drei-
ecke sind einander dhnlich.

Betrachtet die ahnlichen Dreiecke ABC und MPQ.
Ordnet jeder Menge von Beziehungen den entspre-
chenden Namen des Ahnlichkeitsfalls zu.

A B
<A=34M, <C=3x0 SWS
)z ey, £ A SSS
MP  MQ
AB_AC_BC .
MP MQ PO WSW
Beobachtungsbhogen

25.

26.

217.

28.

29.

30.

Im Dreieck ABC ist DE || BC, wobei D und E auf den
Seiten AB bzw. AC liegen. Bestimmt die Zahlen q,
b, ¢ und d in der nachstehenden Tabelle, wobei
bekannt ist, dass sich die Angaben in den Zeilen
auf verschiedene Positionen des Punktes D bezie-
hen.

AD=4 DB=10 AE=15 EC=a
AC=bh DE=9 BC=12 AE=6
AB=20 AE=9 DB=c EC=3
DB=5 AB=d DE=6 BC=18

Es seien die ahnliche Dreiecke ABC und MNP.
Bestimmt die Zahlen a, b, ¢ und d, die die Gleich-
heiten in der folgenden Tabelle bestatigen.

Wenn ﬂ: 11, dann A—Cza.
MN MP

Wenn 3 - AB=7 - MN, dann %=b+1.

Wenn MN = 1,25 - AB, dann IAw—g=c+2.

Betrachte das Dreieck ABC und die Punkte D, E und
F auf den Seiten AB, BC bzw. AC, sodass DF || BC
und DE || AC.

a. Wenn 5BE = 2BC, berechnet das Verhaltnis der
Strecken AF und FC.

b. Wenn AF=7cm, FC=5cm, EC=14 cm, dann
berechnet die Lange der Strecke BE.

Im Dreieck ABC konstruiert man AB || FH || DE,
wobei F, D auf der Seite AC, H, E auf der Seite BC
und F auf der Strecke AD liegen. Da AC=30cm,
BH=4 cm, HE=6 cm und EC = 2 cm, bestimmt die
Langen der Strecken AF, FD und DC.

Im Dreieck ABC liegen die Punkte M, N, P auf
den Seiten BC, AB bzw. AC, sodass BM=%BC,

AN=%NB und PC=§AC. Zeigt, dass das Viereck

BMPN ein Parallelogramm ist.

Im Dreieck ABC liegt der Punkt M auf der Seite
BC. Durch B und C verlaufen Parallelen zu AM, die
AC und AB in den Punkten E bzw. F schneiden.

Beweist, dass £+£ =1ist.
BF CE

» Ich war sehr daran interessiert, Neues liber Losungsmethoden von Aufgaben zu lernen.
» Meine Teilnahme am Matheunterricht wurde von meinen Mitschilern und der Lehrkraft geschatzt.
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Metrische Beziehungen
im rechtwinkligen Dreieck

1. Le ktion Orthogonale Projektionen auf einer Geraden. Der Hohensatz

2. Lektion Der Kathetensatz
3. Lektion Der Lehrsatz des Pythagoras

4. Le ktion Elemente der Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck

5. Le ktion Losen des rechtwinkligen Dreiecks. Berechnung von Elementen in regelméfsigen
Vielecken. Schitzen der Entfernungen in praktischen Situationen mithilfe der

metrischen Beziehungen

Wiederholung
und Bewertung



Die Anwendung des Lehrsatzes von Pythagoras
auf das rechtwinklige Dreieck hilft Ingenieuren
und Architekten bei der Planung von Briicken

und Gebauden. Dieser Satz ist in der
zweidimensionalen Navigation nitzlich, um die
kiirzeste Entfernung zu bestimmen, aber auch bei
der Vermessung von steilen Berghangen

oder Higeln.




1. Lektion: Orthogonale Projektionen auf eine Gerade. Der
Hohensatz

Schliisselworter

Projektion Kathete proportionales Mittel Hohe Hypotenuse geometrisches Mittel

Orthogonale Projektionen auf eine Gerade

Mathe im Alltag

Der Strahl einer Taschenlampe fallt senkrecht auf eine Wand. Ein Ball, der durch =;‘ ===
den Strahl der Taschenlampe fallt, erzeugt einen Schatten an der Wand.
Was stellen wir fest? d
Die imaginare Linie zwischen dem Ball und seinem Schatten verlauft senkrecht
zur Wand. Wenn wir den Ball schematisch durch den Punkt A und die Wand durch
die Gerade d darstellen (Abbildung 1), ist der Schatten der Punkt A’, der auf der P By
Geraden d liegt, wobei AA’ 1 d. Wir erinnern uns, dass A’ der Fufspunkt der Senk-
rechten aus dem Punkt A auf die Gerade d ist.

Wir sagen, dass A’ die orthogonale Projektion des Punktes A auf die Gerade d ist. Abbildung 1
Merke dir! o

Definition. Die Orthogonalprojektion eines Punktes auf eine Gerade ist der Fufspunkt ’
der Senkrechten aus diesem Punkt auf die Gerade. ;

Vereinbarungsgemafs ist ein Punkt auf einer Geraden seine eigene Projektion auf diese '—I N d
Gerade. IV

In Abbildung 2 ist der Punkt M’ die Projektion von Punkt M auf die Gerade d, und die Pro- Abbildung 2
jektion von Punkt N auf die Gerade d fallt mit N zusammen. Wir schreiben: M’ = Pr,M bzw.
N=Pr,N.

Beispiele
A A D D C

= N7

o

B D C B C B A
AD - Hohe in AABC = ABCD - Rechteck = ABCD - Rhombus A, B,Ce(C(,r), AB
=>D=Pr, A =B=Pr, ,A=Pr,C mit Mittelpunkt O = Durchmesser = C=Pr,.B

=0=Pr,B=Pr A

Projektion einer Strecke auf eine Gerade

Die (orthogonale) Projektion einer Strecke auf eine Gerade ist eine Strecke oder ein Punkt.
Die Lange der Projektion einer Strecke auf eine Gerade ist hochstens so lang wie die Lange der projizierten Strecke.

Beispiele
A B B E
1 1 1 1
: / i
T S T N -

: i ; : : d}
A B A B c D’ £

A'B’ = Pr,AB A'B’ = Pr,AB CD' =Pr,CD EF L d= Pr,EF={F'}

AB| d=A'B'=AB AB Y d= A'B'<AB Ced=CD'<CD
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Projektion der Mitte einer Strecke M ’|3
Wenn die Projektion der Strecke AB auf /
die Gerade d die Strecke A'B’ ist, dann ist : i '
A N N B n

die Projektion der Mitte der Strecke AB die L L : L ,
Mitte der Strecke A'B’ (Abbildungen 3-4). A M B A M B
Abbildung 3 Abbildung 4

Merke dir!

Die Orthogonalprojektion einer geometrischen Figur oder einer Menge von Punkten auf eine Gerade wird
bestimmt, indem alle Punkte der gegebenen Figur oder Punktmenge auf diese Gerade projiziert werden.

Projektion einer unregelmafsigen

Projektion eines Dreiecks Projektion eines Kreises
auf eine Gerade auf eine Gerade Figur auf eine Gerade
A N

___ ohensatz :

ABC sei ein rechtwinkliges Dreieck in A und seine Hohe AD, D e BC (Abbildung 5).
Da D die Projektion des Punktes A auf die Gerade BC ist, sehen wir, dass:

- die Projektion der Kathete AB auf die Hypotenuse BC die Strecke BD ist;

- die Projektion der Kathete AC auf die Hypotenuse BC die Strecke CD ist. A c
Unter diesen Bedingungen ergibt sich das unten dargestellte Ergebnis. Abbildung 5

Merke dir!

Ho6hensatz
In einem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Lange der Hohe, die der Hypotenuse entspricht, gleich

dem Produkt der Langen der Projektionen der Katheten auf die Hypotenuse.

A
Voraussetzung: AABC, ¥A=90°,
AD 1 BC,D € BC
Schlussfolgerung: AD>=BD - CD
B D C

Beweis:
Die Winkel ABD und CAD sind kongruent, da sie das gleiche Komplement (Winkel BAD) haben:

<ABD + «BAD =90°
<CAD + «BAD =90°

. .| <*ABD = <CAD
In den Dreiecken ABD und CAD haben wir: LrADB _ XCDA

= <ABD = <CAD.

= AABD ~ ACAD.

Dann ist AD =%, woraus AD* = BD - CD folgt, was eigentlich hatte bewiesen werden missen.

Die Schlussfolgerung des Héhensatzes kann in einer von zwei Formen geschrieben werden: 5:% oder

AD=+/BD-CD, was zeigt, dass AD das proportionale Mittel (oder geometrische Mittel) der Langen der Strecken

BD und CD ist.
So kann man sagen, dass in einem rechtwinkligen Dreieck die Lange der der Hypotenuse entsprechenden Héhe

das geometrische Mittel der Langen der Projektionen der Katheten auf die Hypotenuse ist.
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In Abbildung 6 ist das Dreieck ABC rechtwinklig in A.
Die Hohe AD bestimmt auf der Hypotenuse die Strecken BD =4 cm und CD =9 cm.
Dann ist AD’>=BD - CD = 36 cm?, woraus wir AD = 6 cm erhalten.

Bemerkung Abbildung 6

In Anwendungen ist das folgende Ergebnis oft niitzlich:

« In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Lange der Hohe, die der Hypotenuse entspricht, das Verhaltnis des
Produkts aus den Langen der Katheten und der Lange der Hypotenuse.

Wenn man den Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks ABC auf zwei Arten berechnet, ergibt sich mit den

Bezeichnungen in Abbildung 6 Folgendes:

Fl,. =%-AB-AC bzw. Fl,,. =%~AD~BC, also AB-AC=AD - BC, also AD = ABB.(,:qC.
Merke dir!

Kehrsatz des Hohensatzes

Es sei ein Dreieck ABC und ein Punkt D auf der Seite BC, sodass AD L BC und

AD?=BD - CD. Dann ist das Dreieck ABC rechtwinklig in A.

Beweis:
A
Aus AD* = BD - CD ergibt sich %:% Da <ADB = <CDA, folgt gemafs dem

Fall SWS die Ahnlichkeit AADB ~ ACDA, also <BAD = <ACD.

Da «BAD + <ABD = 90° ist, ergibt sich <ACD + <ABD =90°, was bedeutet,

dass <BAC =90° ist, d. h., das Dreieck ABC ist rechtwinklig in A. B D C

Ubungen und geldste Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Lange der Projektion der einen Kathete auf die Hypotenuse viermal so
lang wie die Projektion der anderen Kathete auf die Hypotenuse. Wenn die Hypotenuse 30 Zentimeter lang ist,
berechnet die Lange der Hohe, die der Hypotenuse entspricht.
Losung: B

Wir bezeichnen das rechtwinklige Dreieck ABC, mit AB < AC und <A = 90°; wir D
konstruieren die Héhe AD, D < BC (Abbildung 7).

Angenommen, BC=30 cmund CD=4-BD.

Da BC=BD + CD=5-BD ist, ergibt sich BD=6 cm und CD =24 cm.

Unter Anwendung des Hohensatzes ergibt sich AD=+/BD-CD =12 cm. A Abbildung 7 c
naun
Im Rechteck ABCD (Abbildung 8) konstruiert man die Senkrechte CH L BD, &
H e BD. Wenn DH =8 cm und BH =2 cm berechnet die Lange der Strecke CH und B A
den Flacheninhalt des Rechtecks ABCD. H
Losung:

Wendet man den Héhensatz auf das rechtwinklige Dreieck CBD an, so ergibt
sich Folgendes: CH =~/BH-DH =4 cm.

Da BD = BH + DH =10 cm, erhalten wir: Fl

ABCD

1 (o
=2-Fl, =2.§-CH-BD=40 cm’. Abbildung 8

Vorgeschlagene Aufgaben

Ubertragt die Zeichnung in Abbildung 9 ins Heft und konstru-
iert die orthogonalen Projektionen der Punkte A, B, C und der
Strecke MN und PQ auf die Gerade d.

Abbildung 9



Gebt fiir jede der Abbildungen 10, 11 und 12 an, welches die Projektionen der Katheten auf die Hypotenuse sind:

B E G M
D N
Q
H
A C F P
Abbildung 10 Abbildung 11 Abbildung 12

Es sei das Dreieck ABC mit <A =90° und AD 1 BC. Gebt den Wahrheitswert folgender Aussagen an:
die Projektion von Punkt A auf die Gerade BC ist Punkt D;
die Projektion der Strecke BC auf die Gerade AB ist die Strecke AB;
die Projektion der Strecke AD auf die Gerade BC ist die Strecke DC;
die Projektion der Strecke AC auf die Gerade BC ist die Strecke DC;
die Projektion der Strecke AB auf die Gerade AC ist die Strecke AC;
die Projektion der Strecke AB auf die Gerade BC ist die Strecke BD.
Betrachtet das Dreieck ABC und die Punkte M, N, P auf der Seite AC, sodass AM = MN = NP = PC gilt.
Wenn A’, M', N', P’ die Projektionen der Punkte A, M, N bzw. P auf die Gerade BC sind, bestimmt die Werte der
AM  PC AN MN AC
M'N” P'N” CN'> M'C’ MP'"
Betrachtet das Dreieck MNP mit <M =90°. Wenn NP =35 cm ist, bestimmt die Langen der Projektionen der
Katheten auf die Hypotenuse, wobei ihr wisst, dass sie umgekehrt proportional zu den Zahlen 0,5 und 0,(3) sind.

Es sei das Dreieck ABC, <A =90°und AD L BC, D € BC.
Wenn BD =20 cm und DC =5 cm, berechnet AD.
Wenn BD =8 cm und AD =12 cm, berechnet DC.
Wenn AD =6 cm und DC =9 cm, berechnet BD.
Wenn AB=6 cm, AC=8cm, BC=10 cm, berechnet AD.
Wenn AD =0,5 mund BC =20 dm, berechnet AB - AC.
Wenn BC =35 cmund CD =4-BD, berechnet BD, DC, AD.

Konstruiert im Dreieck ABC die Hohe AD, wobei der Punkt D innerhalb der Seite BC liegt. Wenn AD = 2\/6 cm,
BD =4 cm und CD = 6 cm, zeigt, dass das Dreieck ABC in A rechtwinklig ist.

In einem rechtwinkligen Dreieck betragt die Lange der Hypotenuse 34 cm, und die Langen der Projektionen der
Katheten auf die Hypotenuse sind direkt proportional zu den Zahlen 0,(6) und 0,75. Berechnet die Lange der
Hohe, die der Hypotenuse entspricht.

Im rechtwinkligen Dreieck ABC mit <A = 90° und BC = 25 cm bezeichnet mit D die Projektion des Punktes A
auf die Gerade BC. Wenn die Flacheninhalte der Dreiecke ADB und ADC proportional zu 9 und 16 sind, ist die
Lange der Strecke AD zu berechnen.

Konstruiert im Rechteck ABCD die Senkrechte AP L BD, P € BD. Wenn BP =20 cm und PD =5 cm, berechnet
die Lange der Strecke AP.

Im Rhombus ABCD bezeichnet man mit O den Schnittpunkt der Diagonalen und mit M die Projektion des
Punktes O auf die Gerade AB. Wenn OM =6 cm und MB =4 cm, bestimmt die Lange der Strecke AM und den
Umfang des Rhombus ABCD.

Betrachtet das gleichschenklige Trapez ABCD mit AB || CD und AB<CD. Es ist bekannt, dass BD 1 BC,
AB=4cmund DC=8cm. Essei BM L DC, M € DC. Zeigt, dass MC = 2 cm ist. Bestimmt BM.

Sei das Trapez ABCD mit AB || CD, AB < CD, <A =90° und DB L BC. P sei die Projektion des Punktes B auf die
Gerade CD. Wenn wir wissen, dass AB=16 cm und BP =12 cm sind, zeigt, dass DC =25 cm.

Test %/

1. Projiziert die Eckpunkte des Dreiecks ABC auf die Gerade d, wobei:
a. d | AB; bh. d L BC; c. d=AC.

2. Die Projektionen der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks auf die Hypotenuse haben die Langen 9 cm und
25 cm. Bestimmt die Lange der Hohe aus dem rechten Winkel.

3. Konstruiert im rechtwinkligen Dreieck ABC mit <A = 90° die Hohe AD, mit D € BC. Wenn die Langen der Strecken
BD und DC proportional zu 2 und 8 sind, und BC =20 cm, berechnet die Langen der Strecken BD, DC und AD.

Verhaltnisse
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2. Lektion: Der Kathetensatz

Schliisselworter
Projektion Kathete geometrisches Mittel Hoéhe Hypotenuse ahnliche Dreiecke

Der Kathetensatz

Betrachten wir das Dreieck ABC, rechtwinkligin A, in dem wir die Hohe AD, D e BC, konstruiert haben. Aus dem
Dreieck ABC schneiden wir entlang der Hohe AD zwei Dreiecke aus, wie in Abbildung 1 dargestellt.

B

. 2

A

-
D A A C D
Abbildung 1
Was stellen wir fest?
Analysiert man die Dreiecke ABC, DBA und DAC, so stellt man fest, dass <BAC = <BDA = <ADC = 90° und dar-
Gber hinaus:
der Winkel B ist der gemeinsame Winkel der rechtwinkligen Dreiecke DBA und ABC;
der Winkel C ist der gemeinsame Winkel der rechtwinkligen Dreiecke DAC und ABC.
Da aufserdem Winkel mit gleichem Komplement kongruent sind, folgt daraus, dass «CAD= <ABC bzw.
XBAD = <ACB.
Nach dem WW-Ahnlichkeitsfall erhalten wir ADBA ~ AABC und ADAC ~ AABC.
Das obige Ergebnis erscheint in dem beriihmtesten geometrischen Buch des Alter-
tums, Euklids Elemente, in Buch VI (Satz 8), unter der folgenden Aussage:
Lehrsatz. Ineinem rechtwinkligen Dreieck bestimmt die der Hypotenuse entsprechende Hohe zwei Dreiecke,
die einander ahnlich sind und beide dem urspriinglichen Dreieck ahnlich sind.

Merke dir!
Kathetensatz

In einem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Lange jeder Kathete gleich dem Produkt der Lange der
Hypotenuse und der Lange der Projektion dieser Kathete auf die Hypotenuse.

B
D
Voraussetzung: AABC, <A =90°,
AD 1 BC,D € BC
Schlussfolgerung: AB’=BC - BD
AC*=BC-CD
A C
Beweis:
Jedes der Dreiecke DBA und DAC ist ahnlich mit dem Dreieck ABC. Dann:
ADBA ~ AABC = %=% = AB’=BC - BD;
AB BC

oc_Ac
AC BC

ADAC ~ AABC = = AC*=BC- CD.




Der erste Kehrsatz des Kathetensatzes
Wenn im Dreieck ABC D ein Punkt auf der Strecke BC ist, sodass AD L BC und eine der Gleichungen erfillt ist:
AB?=BC - BD oder AC*=BC - CD, dann ist <BAC = 90°.

Der zweite Kehrsatz des Kathetensatzes
Wenn D im Dreieck ABC ein Punkt auf der Strecke BC ist, sodass die Beziehungen gleichzeitig auftreten:
AB?=BC - BD und AC*=BC - CD, dann ist xBAC=90° und AD 1 BC.

Kritisches Denken
Anwendungen der Geometrie in der Algebra. Ungleichheit der Mittelwerte

Gegeben sind zwei positive reelle Zahlen a und b. Die Zahlen:
a+b 2ab

m,(a, b)=+ab, m, (@ b)=—>=, m,(ab)=——

sind die drei von Pythagoras entdeckten klassischen Mittelwerte: das geometrische Mittel (m,), das arithmetische
Mittel (m,) und das harmonische Mittel (m,).

Der folgende Aufbau ermdglicht eine geometrische Interpretation der drei Durchschnittswerte sowie einen
offensichtlichen Beweis fiir die (wahrscheinlich) weltweit am haufigsten verwendete Ungleichung:

m,(a, b) <ma, b) <ma, b). (Ungleichheit der Mittelwerte)

Da es offensichtlich ist, dass fir a=b, m,(a, b) =ma, b) =ma, b) = a = b gilt, wird angenommen, dass a <b
(der Fall a > b wird analog behandelt).
In Abbildung 2: A
« betrachtet die Strecken BD = a und CD = b;
« konstruiert einen Kreis mit dem Durchmesser BC = a + b und
dem Mittelpunkt O;
« zieht die Senkrechte DA 1 BC (A liegt auf dem Kreis). H

Im rechtwinkligen Dreieck ABC: d

= AO ist Seitenhalbierende, also AO = %-BC -4 er b_ m,(a, b); B\ D 0 /C
Abbildung 2

« AD ist die H6he und laut Hohensatz folgt:
AD=+/BD-CD =~Jab=m(a,b).

Da die Lange der Hohe kleiner ist als die Lange der Seitenhalbierenden (die Senkrechte ist , kiirzer” als die
Schréage (Schiefe)), folgt daraus, dass AD < AO, d. h., m (a, b) <m (a, b).

H sei die Projektion des Punktes D auf AO. Mit dem Kathetensatz, angewendet auf das Dreieck DAO, erhalten
AD" _ 2ab
A0 a+b
Dann ist AH < AD < AO, was zeigt, dass m,(a, b) < m,(a, b) <m(a, b).

wir AD>=AH - AO, also: AH = =m,(a, b).

Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Konstruiert im gleichschenkligen Dreieck ABC mit AB =AC die Héhe AD, D € BC A
(Abbildung 3). Die Senkrechte von D auf AB schneidet die Seite AB in E. Da
AD =8 cm und AE = 6,4 cm ist, ist der Umfang des Dreiecks ABC zu bestimmen.

Losung:
Wendet man den Kathetensatz auf das rechtwinklige Dreieck ADB an, so ergibt
sich AD*=AE - AB, was AB=10cm ergibt. Dann ist BE=AB - AE=3,6 cm und, E
wenn man den Kathetensatz erneut auf das Dreieck ADB anwendet, erhalt man
BD? = BE - BA, also BD = 6 cm. ]
Daraus ergibt sich: BC=2-BD=12 cm und der Umfang des Dreiecks ABC 5 D €
betragt 32 cm. Abbildung 3

In dem rechtwinkligen Trapez ABCD mit <A = <D =90° steht die Diagonale BD senkrecht auf die Seite BC
(Abbildung 4). Wenn AB =15 cm und CD = 20 cm ist, bestimmt:
die Seitenlange BC; den Umfang des Dreiecks ABD.
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Losung:
Wir konstruieren die Senkrechte BE 1. CD, E € CD.
Das Viereck ABED ist ein Rechteck, also ist DE=AB=15cm und

CE=5cm.
Da BE die Hohe im rechtwinkligen Dreieck BDC ist, ergibt der Kathe-
tensatz BC? = CD - CE, also BC = 10 cm. L L
Um die Lange der Strecke BD zu bestimmen, wenden wir erneut den Abbildung 4

Kathetensatz im Dreieck BDC an. Dann ist DB*> = DE - DC, also DB = 10+/3 cm.
Die Strecke AD ist kongruent zur Strecke BE, und unter Anwendung des Hohensatzes ist

BE =ED-EC =53 cm.

Der Umfang des Dreiecks ABD ist also U,

ABD

—AD +AB +DB =153 + 15 cm.

Vorgeschlagene Aufgaben
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Bestimmt fiir jede der Abbildungen 5-8 die Lange der unbekannten Kathete (die Mafde sind in cm angegeben):

C E 27 AN
Ye 8
16 9 -
15 48
24
20 D 45 16
9
A° B F 9 'H 16 G P "M X°

V4
Abbildung 5 Abbildung 6 Abbildung 7 Abbildung 8
Im Dreieck ABC mit <A =90° und «B = 60° betragt die Lange der Kathete AB 4 cm. Bestimmt:
die Lange der Strecke BC; die Lange der Hohe, die der Hypotenuse ent-
die Langen der Projektionen der Katheten auf die spricht;
Hypotenuse; die Lange der Strecke AC.
Es sei ein Dreieck ABC mit <A =90° und AD L BC, D € BC.
\év(;ann AB =18 cmund BD =12 cmiist, berechnet Wenn CD =§~BC und AB =12 cm ist, berechnet
Wenn AC=4cm und BC=8cm ist, berechnet BC undB%C. 5
CD. Wenn — == und BC = 36 cm ist, berechnet BD,
Wenn BD =15 cm und BC = 60 cm ist, berechnet bc 7
AB und AC. DC, AB, AC.

In einem rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuse von 36 cm betragt die Projektion einer Kathete auf die
Hypotenuse 16 cm. Bestimmt die Lange der anderen Kathete.

Die Projektionen der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks auf die Hypotenuse haben die Langen 2,4 cm
und 9,6 cm. Berechnet den Umfang des Dreiecks.

Im rechtwinkligen Dreieck ABC ist die Seitenhalbierende in Bezug auf die Hypotenuse AM=10cm und

<MAB = 60°. Berechnet % wobei D die Projektion des Punktes A auf BC ist.

Im rechtwinkligen gleichschenkligen Dreieck ABC mit <A = 90° ist die Hypotenuse BC 16 cm lang. Berechnet
den Umfang des Dreiecks ABC.

Test

1. Es sei ein Dreieck ABC mit <A =90° und AD 1 BC, D € BC.
Wissend, dass %:% und AC =12 cm, berechne die Langen von BC und AB.

2. In dem in A rechtwinkligen Dreieck ABC ist die Seitenhalbierende AM 6 cm lang und der Winkel B betragt 60°.
Berechnet:
a. die Langen der Projektionen der Katheten auf die Hypotenuse;
b. die Langen der Katheten AB und AC.

3. In einem rechtwinkligen Dreieck ist das Verhaltnis der Langen der Projektionen der Katheten auf die Hypotenuse

gleich g und der Flacheninhalt des Dreiecks ist gleich 624 cm® Berechnet den Umfang des Dreiecks.



3. Lektion: Der Lehrsatz des Pythagoras

Schliisselworter
Kathete Hypotenuse

Lehrsatz des Pythagoras

pythagoreisches Tripel

Ein Roboter, der darauf programmiert ist, rote, gelbe und blaue LEGO-Steine zu sortieren, platzierte die Steine,

wie in Abbildung 1 dargestellt.

Die roten Steine bilden ein 5x5-Quadrat, die blauen Steine ein 4x4-Quadrat, die gelben Steine ein 3x3-Quadrat

und die drei Quadrate ein rechtwinkliges Dreieck.
N

2 -4 J
& W
oo

Abbildung 1 Abbildung 2

Was stellen wir fest?

Der Flacheninhalt der roten Teile ist gleich der Summe der Flacheninhalte der anderen Teile. Analysiert man das in
Abbildung 2 dargestellte mathematische Modell, so stellt man fest, dass in einem in A rechtwinkligen Dreieck ABC,
auf dessen Aufsenseite man die Quadrate ABDE, ACFG und BCMN konstruiert, die Summe der Flacheninhalte der auf
den Katheten konstruierten Quadrate gleich dem Flacheninhalt des auf der Hypotenuse konstruierten Quadrats ist:

Fl Fl,.0 + Fl,ors 0der, dquivalent, BC* = AB* + AC.

semv — T Lasoe

Merke dir!
Der Lehrsatz des Pythagoras

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der Quadrate der Langen der Katheten gleich dem Quadrat der

Lange der Hypotenuse.
A

Voraussetzung: AABC, <A=90°
Schlussfolgerung: BC’>=AB?+ AC?

B H C
Beweis:
Wir konstruieren die Hoéhe, die der Hypotenuse entspricht: AH 1 BC, H € BC.

Durch Anwendung des Kathetensatzes erhalten wir AB* = BH - BC bzw. AC* = CH - BC.

Setzt man die beiden Beziehungen zusammen, ergibt sich:
AB*+AC’=BH-BC+CH-BC=BC - (BH+CH)=BC - BC=BC
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Der Lehrsatz des Pythagoras gilt fiir die Bestimmung der Lange einer Seite eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn

die Langen der anderen beiden Seiten bekannt sind.
Fir das rechtwinklige Dreieck ABC mit <A = 90° gilt also:

BC=vAB*+AC?; AB=+/BC*-AC?; AC=+/BC*-AB*.

Bei den rechtwinkligen Dreiecken ABC, DEF und MNP in den Abbildungen 3-5 sind die Langen zweier Seiten

angegeben. Mithilfe des Lehrsatzes von Pythagoras bestimmen wir die Lange der dritten Seite.

E
B M
D /0\
A C F N P

NP =+MN?* + MP? =a+2 cm

Abbildung 3 Abbildung 4 Abbildung 5
AB=5cm,AC=12cm DE=8cm, EF=17 cm MN=MP=acm
BC =+AB*+AC? =13 cm DF =\JEF*-DE? =15 cm
Merke dir!

Kehrsatz des Lehrsatzes von Pythagoras

Wenn in einem Dreieck die Summe der Quadrate der Langen von zwei Seiten gleich dem Quadrat der Lange der

dritten Seite ist, dann ist das Dreieck rechtwinklig.
Beweis: Es sei ein Dreieck ABC mit AB*> + AC* = BC?. Wir zeigen, dass <A = 90° ist.

Da BC?* > AB? + AC* > AB? ist, folgt daraus, dass BC > AB ist, also ist der Winkel C spitz und kleiner als der Winkel
A. Nehmen wir absurderweise an, dass <A = 90° ist. Dann ist die Projektion des Punktes B auf die Gerade AC ein

Punkt E, E # A.

Durch Anwendung des Lehrsatzes von Pythagoras auf die rechtwinkligen Dreiecke EBC und EAB folgt
BC®=EB’ + EC* bzw. AB® = EB® + EA*. Wir erhalten EC>— EA>=BC*> - AB?, und aus der Voraussetzung folgt, dass

EC’-AE*=AC* (1).

Je nach dem Mafs des Winkels A ergeben sich zwei Falle (Abbildung 6a bzw. Abbildung 6b):

B B
A E C E A
Abbildung 6a <A < 90°: E liegt zwischen Aund C Abbildung 6b %A > 90°: A liegt zwischen E und C

FallI

Wenn <A < 90°, dann ist EC = AC — AE (Abbildung 6a), also EC* = (AC — AE)(AC — AE) = AC* — 2AC - AE + AE*. Aus (1)
ergibt sich AC*— 2-AC - AE + AE? — AE? = AC?, woraus folgt, dass 2-AC - AE=0, d. h., AE =0, ein Widerspruch zu A = E.

Fall IT

Wenn A zwischen E und C liegt, dann ist EC = AC + AE (Abbildung 6b). Wir erhalten EC*= AC*+ 2 -AC - AE + AE?
und setzen in (1) ein, dass 2-AC - AE=0, d. h., AE=0, was ein Widerspruch zu A = E ist.

Die Vermutung ist also falsch, daher <A = 90°.

Kritisches Denken

Analysieren wir sorgfaltig Abbildung 7, in der ein in A rechtwinkliges Dreieck ABC
gegeben ist, in dessen Aufsenbereich wir die Quadrate ABDE, ACFG und BCMN konst-
ruiert haben. Wir bezeichnen mit H die Projektion von A auf BC und mit P den Schnitt-
punkt der Geraden AH und MN.

Gleichfarbige Flacheninhalte sind gleich, weil:

Fl,,,,=AB*=BH-BC=BH-BN=Fl,,;
Fl,,,=AC’=CH-CB=CH-CM=Fl,,,.
Ergebnis: Flipe + Fliceo = Floon + Floyon = Floguns

d. h., die Summe der Flacheninhalte der Quadrate, die aufserhalb des Quadrats lie-
gen, ist gleich dem Flacheninhalt des Quadrats, das aufserhalb der Hypotenuse liegt.

G
A
H
N P M
Abbildung 7



Gruppenarbeit
Pythagoreische Tripel

Ein Tripel von natirlichen Zahlen (a, b, ¢), die nicht null sind und die Beziehung a*+ b* = ¢* erflllen, wird als

pythagoreisches Tripel bezeichnet.

Der Kehrsatz des Lehrsatzes von Pythagoras zeigt, dass ein Dreieck rechtwinklig ist, wenn seine Seitenlangen

ein pythagoreisches Tripel bilden.

Gruppenaufgaben

1. Uberpriift in Gruppen von 3—4 Schiilern, ob die folgenden Tripel pythagoreisch sind:
a. (3,4,5) e. (5,12,13) i. (8,15,17) m. (7, 24, 25)
b. (20, 21, 29) f. (12, 35, 37) j- (9,40, 41) n. (28, 45, 53)

c. (11, 60, 61) g. (16, 63, 65) k. (33,56, 65) o. (48, 55, 73)
d. (13, 84, 85) h. (36,77, 85) L (39, 80, 89) p. (65,72, 97)

. Beweist, dass, wenn m, n und k natirliche Zahlen ungleich null sind, wobei m > n, dann bilden die Zahlen

a=2kmn, b=k(im?>-n?, c=k(m*+n?

ein pythagoreisches Tripel.
Aufserdem kann gezeigt werden, dass jedes pythagoreische Tripel die oben genannte Form hat.

. Informiert euch im Internet lber die pythagoreischen und die heronschen Tripel und organisiert eine Diskus-

sion Uber deren praktische Anwendung.

Geloste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

Ein gleichschenkliges Dreieck hat die Schenkel von 10 cm und die Basis von A
12 cm. Berechnet die Lange der Hohe, die der Basis entspricht.

Losung:

Unter Verwendung der Bezeichnungen in Abbildung 8 ergibt sich BC=12 cm und
AB=AC=10cm.

Die H6he AD ist auch Seitenhalbierende, also BD =%~BC =6cm. [ 1
B D C

Unter Anwendungdes Satzesvon Pythagoras aufdas rechtwinklige Dreieck DAB, mit Abbildung 8
4D =909, erhalten wir AB* = AD? + DB, also AD =/ AB? —BD* =~/100-36 cm =8 cm.

Die Diagonalen eines Rhombus sind 3 dm bzw. 16 cm. Bestimmt B
den Umfang des Rhombus.

Losung:

Wir bezeichnen den Rhombus mit ABCD, wobei O der Schnitt-
punkt der Diagonalen ist (Abbildung 9).

Dannist AC=3dm=30cmund BD=16 cm.

Daraus ergibt sich AO =15 cm, OB =8 cm, und unter Anwendung
des Lehrsatzes von Pythagoras im Dreieck OAB ergibt sich
AB’ = AQ? + OB?, wobei AB =17 cm ist. Der Umfang des Rhombus
ist4-17=68cm.

Im rechtwinkligen Trapez ABCD mit <A = <D =90° sind

BC=10cm, BD=10+/3 cm und CD =20 cm (Abbildung 10). ]
Zeigt, dass die Geraden BC und BD senkrecht aufeinander stehen.
Berechnet den Flacheninhalt des Trapezes.

D
Abbildung 9

Lésung:
Beachtet, dass BD* + BC?* = 400 = CD? ist.
S [1
Aus dem Kehrsatz des Lehrsatzes von Pythagoras ergibt sich, D E C
dass das Dreieck BCD rechtwinklig in B ist. Folglich ist BC 1 BD. Abbildung 10
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Wir konstruieren die Senkrechte BE 1 CD, E € CD. Da BE die Héhe im rechtwinkligen Dreieck BDC ist, ergibt
. BD-BC
sich BE = =54/3 cm.
CD V3

Das Viereck ABED ist ein Rechteck, also AD =BE =5+/3 cm.
Wendet man den Satz des Pythagoras auf das Dreieck ABD an, so erhélt man AB=+/BD*-AD? =15 cm.

1753

2

cm?,

1
Der Flacheninhalt des Trapezes ist Fl,, ., = 2" AD-(AB+CD) =

Betrachtet das Dreieck ABC. Zeigt, dass:

wenn %A <90° ist, dann ist BC* = AB* + AC* —2-AB-Pr,, AC;
wenn <A >90°, dannist BC* = AB* + AC* +2-AB-Pr,, AC.

Losung:

Einer der Winkel B oder C des Dreiecks ist spitz. Wir nehmen weiter an, dass <B < 90°ist. Wir bezeichnen mit D
die Projektion von C auf AB; dann ist Pr,,AC = AD.

Je nach dem Mafs des Winkels A (spitz oder stumpf) sind zwei Konfigurationen maoglich:

4 D
A
D
B c B C

Abbildung 11: <A < 90° Abbildung 12: <A > 90°

Wenn der Winkel A spitz ist, dann liegt der Punkt D innerhalb der Seite AB (Abbildung 11).

Mit dem Satz des Pythagoras im Dreieck BCD erhalten wir:

BC>*=CD*+ DB*=AC>- AD* + (AB — AD)* =

=AC* - AD?> + (AB—AD)(AB — AD) =

=AC’-AD*+AB*-AB-AD—-AD - AB+ AD* =

=AB*+AC*-2-AB - AD.

Wenn der Winkel A stumpf ist, dann liegt der Punkt D auf der Verlangerung der Seite AB (Abbildung 12).
Wendet man den Satz des Pythagoras noch einmal auf das Dreieck BCD an, erhalt man:
BC?=CD? + DB*= AC* - AD* + (AB + AD)* =

=AC* - AD?* + (AB+ AD)(AB + AD) =

=AC*-AD*+AB*+AB - AD +AD - AB + AD* =

=AB*+AC*+2-AB - AD.

Bemerkung: Die obige Aufgabe ist in der Literatur als der verallgemeinerte Satz des Pythagoras bekannt. Er

gibt auch ein Kriterium fiir die Bestimmung der Art eines Winkels (oder Dreiecks). Gegeben sei also ein Dreieck
ABC:

wenn AB® + AC? > BC? dann <A < 90°;
wenn AB*> + AC? <BC?, dann <A > 90°.

Vorgeschlagene Aufgaben
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Bestimmt fiir jede der Abbildungen 13-15 die Lange der Hypotenuse (alle Strecken werden in cm gemessen):

B H M

3 6 9 12

A 4 C E 8 *D P 0
Abbildung 13 Abbildung 14 Abbildung 15



Bestimmt fir jede der Abbildungen 16-18 die Lange der unbekannten Kathetenlange (die Strecken werden in cm
gemessen):

S
B M
20 /O\ i
16 24
Al c N 26 P R ‘M

Abbildung 16 Abbildung 17 Abbildung 18
Es sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit «B = 90°.
Wenn AB=4 cm und BC=12 cm ist, berechnet AC.
Wenn AC =20 cm und BC =16 cm ist, berechnet AB.
Wenn AB =15 cm und AC = 25 cm ist, berechnet BC.

Bestimmt die Lange der Hypotenuse eines gleichschenkligen rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten von:

6 cm; 8cm; 15 cm; 20 cm.
Bestimmt die Lange der Diagonale eines Quadrats mit der Seite:
4cm; 9cm; 12 cm; 25cm.
Bestimmt die Lange der Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite:
2cm; 10 cm; 18 cm; 32cm.
Das Rechteck ABCD hat AB=9 cm und AC =15 cm. Berechnet den Umfang des Rechtecks ABCD.
Im Rhombus ABCD ist AB =25 cm und AC = 30 cm. Berechnet BD und den Flacheninhalt des Rhombus.
Im gleichschenkligen Dreieck ABC mit AB=AC und AB=25cm und BC=48 cm. Wenn AD | BC, D € BC,
berechnet die Lange der Strecke AD.
Im gleichschenkligen Dreieck ABC mit AB=AC ist BC =24 cm. Sei D die Projektion des Punktes A auf die
Gerade BC. Wenn AD =9 cm, bestimmt die Lange der Seite AB.
Im Rechteck MNPQ ist MN = 8 cm und NP =4 cm. Berechnet die Langen der Diagonalen des Rechtecks MNPQ.

Das rechtwinklige gleichschenklige Dreieck ABC hat <A =90° und AB =5v2 cm.

Berechnet BC. Berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.
Im Dreieck ABC, das in A rechtwinklig ist, ist AB=8 cm und BC =10 cm. Man bezeichnet den Mittelpunkt der
Seite AB mit E.

Berechnet AC. Berechnet CE.

Im Rechteck ABCD ist AB > BC, AC =12 cm und der spitze Winkel, den die Diagonalen bilden, betragt 60°.
Zeigt, dass das Dreieck BOC gleichseitig ist, wobei O der Schnittpunkt der Diagonalen des Rechtecks ist.
Berechnet die Langen von BC und AB.

Das Quadrat ABCD hat einen Umfang von 20 cm.

Berechnet die Lange der Seite AB und den Flacheninhalt des Quadrats ABCD.
Berechnet den Umfang des Dreiecks ABC.

Das Rechteck ABCD hat einen Umfang von 48 cm. Wenn die Lange des Rechtecks das Doppelte der Breite ist,
berechne die Langen der Diagonalen des Rechtecks ABCD.

Das gleichseitige Dreieck ABC hat AB =6+/3 cm. Berechnet die Lange der Hohe des Dreiecks ABC und seinen
Flacheninhalt.

Berechnet die Lange der Hohe des Dreiecks ABC und seinen Flacheninhalt.
AB=3cm,AC=5cm,BC=4cm; AB=6cm,AC=7cm,BC=8cm;
AB=15cm,AC=17 cm, BC=8 cm; AB=4cm,AC=2cm, BC=24/3 cm;
AB=3cm, AC:\/§ cm, BC:\/E cm.
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ABCD ist ein rechtwinkliges Trapez mit <A = <D =90°,BE L DC,und AB=6 cm,CD =9 cm, AD =4 cm. Berech-
net den Umfang des Trapezes ABCD.

In einem rechtwinkligen Trapez ABCD mit <A =<D=90° und AB<CD sind AB=10cm, CD=18 cm und
AD =6 cm. Berechnet den Umfang des Trapezes ABCD.

In einem rechtwinkligen Trapez ABCD mit <¥A=<D=90° und AB>CD sind CD=5cm, BC=6cm und
AD =2+/5 cm. Berechnet die Lange der grofden Grundlinie AB.

In Abbildung 19 ist ABCD ein gleichschenkliges Trapez, BE L DC, AF 1 DC, A B
AB=6cm, CD=12 cm und BC =5 cm. Berechnet die Hohe des Trapezes
ABCD.
In einem gleichschenkligen Trapez ABCD (AB | CD) ist AB=7cm, i_| i_|
CD=17 cmund BD=15cm. D F ) E
Abbildung 19

Berechnet die Hohe des Trapezes ABCD.
Berechnet den Flacheninhalt des Trapezes ABCD.

Test
1. Der Rhombus ABCD hat die Diagonalen AC =16 cm und BD =12 cm. Berechnet die Lange der Seite AB.

2. Betrachtet das Dreieck ABC mit AB= 2\/§ cm, AC = 2x/g cmund BC=6cm.
a. Bestimmt die Art des Dreiecks ABC.
b. Berechnet die Lange der Hohe aus A auf BC.

3. Im rechtwinkligen Dreieck ABC ist <A =90°, AB=12 cm und BC :E.

AC 3
Berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

Die Geschichte der Mathematik

Grofser Fermatscher Satz
Ausgehend von der Tatsache, dass die Gleichung x* + y* = 7 ganzzahlige Lésungen hat (jedes
pythagoreische Tripel ist eine Losung), haben sich die Mathematiker der Welt gefragt, ob es
ganzzahlige Tripel gibt, die von null verschieden sind und die Beziehung bestatigen:
X"+ y"=Z2", wobei n > 3 eine nattrliche Zahl ist.
Um 1637 schrieb der franzésische Mathematiker Pierre de Fermat den folgenden Satz iber
den Rand einer Seite aus Diophantus' berihmtes Buch Arithmetica:

Es ist unméglich, einen Wiirfel in zwei Wiirfel, eine vierte Potenz in zwei andere vierte
Potenzen oder allgemein jede Potenz gréfser als zwei einer natiirlichen Zahl in zwei solche
Potenzen zu zerlegen. Ich habe einen ganz bemerkenswerten Beweis dafiir entdeckt, aber
dieser Rand ist zu schmal, um ihn aufzunehmen.

Pierre de Fermat

Der von Fermat erwahnte Beweis wurde nie in den tberlieferten Schriften gefunden, aber die von ihm genannte
Eigenschaft wurde beriihmt, umso mehr, als niemand in der Lage war, sie zu beweisen.

Im Laufe der Jahre wurden Beweise fir bestimmte Werte gefunden: Der Fall n =3 wurde
1770 von Euler geldst, der Fall n=5 von Dirichlet und Legendre im Jahr 1825. Mithilfe von
Rechenmaschinen wurde der Satz von Fermat fiir alle Werte von n zwischen 3 und 4 000 000
bewiesen.

Der vollstandige Beweis des Grofsen Satzes von Fermat wurde 1993, mehr als 350 Jahre
nach seiner Aufstellung, von dem britischen Mathematiker Andrew Wiles erbracht. Obwohl
nach der ersten Prasentation einige Fehler in dem Beweis gefunden wurden, die wieder ein-
mal unuberwindbar schienen, wurden diese bis Ende 1994 korrigiert.

Weitere Informationen und Referenzen findet ihr in der freien Enzyklopadie: Andrew Wiles
https://en.wikipedia.org/wiki/Fermat's_Last_Theorem
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4. Lektion: Elemente der Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck

Schliisselworter
Sinus Tangens Trigonometrie Kosinus Kotangens Kathete, Hypotenuse

Konstante Verhaltnisse im rechtwinkligen Dreieck

Am Rand einer Bergstrafse steht das Strafsenschild auf dem nebenstehen-
den Bild. Dina bemerkt es und fragt den Busfahrer, was es bedeutet. Er erklart
den Wanderern, dass es sich um ein Schild mit der Aufschrift ,,Steiler Anstieg*
handelt.

Dina: ,,Ich habe dieses Zeichen schon einmal gesehen, aber ich habe nicht

genau verstanden, was es bedeutet. Was bedeutet 10 %7?“

Vlad: ,Mein Vater hat mir gesagt, dass die 10 Prozent, auch Steigung der
Strafse genannt, das Verhaltnis zwischen dem H&henunterschied
zwischen zwei Punkten auf der Strafse und dem horizontalen Abstand
zwischenihren Projektionenist. Unser Zeichen mit einer Neigung von 10 % zeigt an, dass du pro 100 Meter
horizontalem Weg einen Hohengewinn von 10 Metern hast.”

In der nachstehenden Zeichnung stellt die Strecke AB die zuriickgelegte Strecke dar, und das Verhaltnis der

Langen der Strecken BC und AC ist 1—10 was 10 % entspricht.

10 m

b

100 m C

Was stellen wir fest?

Die Neigung der Strafse, die durch das Mafs des Winkels BAC bestimmt wird, kann auch durch das Verhaltnis
der Langen der Strecken BC und AC charakterisiert werden, d. h. durch das Verhaltnis zwischen der gegeniiber-
liegenden Kathete und der an den Winkel A anliegende Kathete.

Analysiert man die Abbildungen 1 und 2 und betrachtet das Verhaltnis zwischen der gegeniiberliegenden und
der anliegenden Kathete eines Winkels mit dem Mafs x in einem rechtwinkligen Dreieck.

B

A C
Abbildung 1 Abbildung 2
Die Dreiecke AB,C,, AB,C, bzw. A’'B'C’ sind ahnlich mit dem Dreieck ABC, also: BC _BC, _BC, _BC .
AC AC, AC, AC
Das Verhaltnis zwischen der Lange der Kathete, die dem Winkel mit dem Mafs x gegenliberliegt, und der Lange
der anderen Kathete hangt also nicht von dem Dreieck ab, in dem der Winkel angenommen wird (wohl aber von
dem Wert von x).

Merke dir!

Eigenschaft. Beijedem rechtwinkligen Dreieck mit einem Winkel der gegebenen Grofse x ist das Verhaltnis der
Lange der diesem Winkel gegeniiberliegenden Kathete zur Lange der dem Winkel anliegenden Kathete konstant.
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Gruppenarbeit
Ubertragt die Abbildungen 1 und 2 in eure Hefte.
Gruppenaufgaben
1. Analysiert und vergleicht in Gruppen von 3—-4 Schiilern die Dreiecke ABC, AB,C,, AB,C, und A'B'C".

1~1
a. die Verhaltnisse zwischen der Lange der Kathete gegentiber dem Winkel mit dem Ma@ x und der Lange der
Hypotenuse in jedem Dreieck;
b. die Verhaltnisse der Lange der Kathete, die dem Winkel x anliegend ist, zur Lange der Hypotenuse in jedem
Dreieck.
2. Formuliert &hnliche Aussagen wie die obige Eigenschaft tiber die Verhaltnisse der Lange einer Kathete und der

Lange der Hypotenuse.

Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens eines spitzen Winkels

Die bisher in dieser Lektion beobachteten Eigenschaften flihren uns zu der Feststellung, dass:
in jedem rechtwinkligen Dreieck, das einen spitzen Winkel der Gréfse x hat, die Werte der folgenden Verhaltnisse

konstant sind:
gegenlberliegende Kathete  anliegende Kathete_ gegenlberliegende Kathete anliegende Kathete

Hypotenuse " Hypotenuse ' anliegende Kathete ' gegeniiberliegende Kathete

Aufserdem ist es vorzuziehen, die Grofse eines spitzen Winkels nicht unbedingt durch seine Gradzahl zu
charakterisieren, sondern durch den Wert eines dieser Verhaltnisse.

Da es eine direkte Entsprechung zwischen dem Mafs eines Winkels und dem Wert jedes dieser Verhaltnisse
gibt, werden wir, um genauere Bezlige herzustellen, die unten aufgefiihrten Definitionen angeben.

Merke dir!
Es sei ein rechtwinkliges Dreieck mit einem spitzen Winkel der Grofse x, 0° < x < 90°.

a. Das Verhaltnis zwischen der Lange der gegenliberliegenden Kathete des Winkels x und der Lange der Hypo-
tenuse wird als Sinus des Winkels x bezeichnet und wird sin x notiert.

b. Das Verhaltnis zwischen der Lange der anliegenden Kathete des Winkels x und der Lange der Hypotenuse wird
als Kosinus des Winkels x bezeichnet und mit cos x notiert.

c. Das Verhaltnis zwischen der Lange der gegeniiberliegenden Kathete des Winkels x und der Lange der anliegen-
den Kathete wird als Tangens des Winkels x bezeichnet und mit tg x notiert.

d. Das Verhaltnis zwischen der Lange der an den Winkel x anliegenden Kathete und der Lange der gegeniiberlie-
genden Kathete wird als Kotangens des Winkels x bezeichnet und als ctg x notiert.
Die vier Werte: sin x, cos x, tg x und ctg x sind die trigonometrischen Funktionen des spitzen Winkels x.

AB AC
sinx=— CcoSX=—
BC BC

AC

tgx = ctgx=—
g g B

Bemerkungen
& 1. Wenn der Winkel C des Dreiecks ABC, der in A rechtwinklig ist, das Maf3 x hat, kénnen die vorherigen Beziehun-
gen auch wie folgt umgeschrieben werden:
sinC=£; cosC=£; th=£; cth=£.
BC BC AC AB
2. Der Sinus jedes spitzen Winkels eines rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem Kosinus des anderen spitzen
Winkels (und umgekehrt).

sinC — Gegenkathete  AB
Hypotenuse BC
. =sinC=cosB.
anliegende Kathete AB
cosB = =—
Hypotenuse BC




Anders gesagt: Der Sinus eines spitzen Winkels ist gleich dem Kosinus seines Komplements, und der Kosinus
eines spitzen Winkels ist gleich dem Sinus seines Komplements:
a. sinx=cos(90° - x); b. cosx=sin(90° - x).
3. Der Tangens eines spitzen Winkels ist gleich dem Kotangens seines Komplements und umgekehrt:
a. tgx=ctg(90° — x); b. ctgx=1g(90° — x).
4. Der Tangens eines spitzen Winkels ist gleich dem Verhaltnis von Sinus und Kosinus des Winkels, und der Kotan-
gens ist gleich dem Verhaltnis von Kosinus und Sinus des Winkels (er ist der Kehrwert des Tangens):
sinx | Cos X 1

, b. ctgx=—-; c. ctgx=—
cosx sinx tgx

a. tgx=

1. Werte der trigonometrischen Funktionen des Winkels von 45°
Es sei ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck ABC, <A =90°,

mit den Katheten AB = AC = a, wobei a eine positive reelle Zahl ist (Abbil-
dung 3). Unter Anwendung des Satzes des Pythagoras erhalten wir:
BC=AB* + AC> =NJa&* +a® =a/2..
Wir erhalten:
AB 2 AB

. a a
sm45°:—:——— tg45e="—="=1

BC a2 2 8 =T a Abbildung 3
cosdlEr =l L—i ctg45°:£:g:1

BC a2 2 AB a

2. Werte der trigonometrischen Funktionen der Winkel von 30° und 60°
Es sei ein Dreieck ABC, rechtwinklig in A, mit <B=60°, «C=30° und der

Kathete AB = a, wobei a eine positive reelle Zahlist (Abbildung 4). Da die Lange

der Kathete gegentiber dem Winkel von 30° die Halfte der Lange der Hypote-

nuse ist, ist BC = 2a. Man wendet den Satz des Pythagoras an und erhalt:

AC =+BC? - AB? =J4d* —-a@* =av/3.

Dann: Abbildung 4
sin30°=A8_1 cos30°=AC */— tg30° = AB_V3 ctg30°=2C _ 3

BC 2 BC AC 3 AB
5in60°=£=£ C0560°=£=1 tgéoo AC \/§ Ctg60°=£=£
BC 2 BC 2 AB AC 3

Um die Werte sin x, cos x oder

= wissenschaftlicher Taschenrechner = wissenschaftlicher Taschenrechner
tg x (auf manchen Rechnern auch )
tan x geschrieben) zu bestimmen, 20 sin(20°)
die einem bestimmten Winkel x 0,34202014332
entsprechen, wobei 0°<x<90° INV DEG % C ( ) + INV DEG % C ( ) +
gilt, kdnnen wir den wissenschaftli- 10°  sin v 7 8 9 =+ 0 sin N 7 8 9 =+
chen Rechner verwenden. Der Wert log cos x* 4 5 6 X log cos x* 4 5 6 X
ctg x ergibt sich aus der Tatsache, explian| x| 4 | 2| 3| = exp tan x 1 2 3 —
dass der Kehrwert des Tangens der e [ n || g = + 1 T N = +

Kotangens ist.
Um zum Beispiel sin 20° mit einem wissenschaftlichen Taschenrechner zu berechnen, musstet ihr Folgendes tun:
« Wahlt die Option DEG (Hexadezimalgrad) (Beschriftung) und gebt dann 20 ein.
« Sobald 20 auf dem Bildschirm steht, driickt die Taste sin. Ihr erhaltet den Wert von sin 20°:

sin20°=0,34202...
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Mithilfe des wissenschaftlichen Rechners kénnen wir auch die umgekehrte Aufgabe losen: Wie grofs ist der
Wert einer trigonometrischen Funktion eines Winkels, wenn man den Wert des Winkels angibt?

Bei einem Winkel x, fir den cosx = 0,9703, ist, driicken wir also zunachst die Taste INV, wodurch der Taschen-
rechner sin™, cos™ und tan™ anstelle von sin, cos und tan anzeigt. Wir geben 0,9703 ein, driicken dann cos™ und
erhalten den Wert 13,99898....

— wissenschaftlicher Taschenrechner wissenschaftlicher Taschenrechner

O co0s(0,9703)

13,998987793
INV | DEG % C ( ) Sl INVNV DEG % C ( ) +
n! | sin 7 8 9 =+ n sint Vv 7 8 9 -
10” | cos 4 5 6 X e cost x* 4 5 6 x
lgx |[tan | x¥* 1 2 3 - Inx tan* x¥ 1 2 3 -—
€ T X 0 = e n n O =

Daraus folgt, dass der Winkel x, flir den cosx =0,9703 ist, ein Mafs hat, das ungefahr gleich 14° ist (mit Addi-
tionsannaherung).

Tabelle der Werte der Sinusfunktion
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0° 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0,105 0,122 0,139 0,156
10° 0,174 0,191 0,208 0,225 0,242 0,259 0,276 0,292 0,309 0,326
20° 0,342 0,358 0,375 0,392 0,407 0,423 0,438 0,454 0,469 0,485
30° 0,500 0,515 0,530 0,545 0,559 0,574 0,588 0,602 0,616 0,629
40° 0,643 0,656 0,669 0,682 0,695 0,707 0,719 0,731 0,743 0,755
50° 0,766 0,777 0,788 0,799 0,809 0,819 0,829 0,839 0,848 0,857
60° 0,866 0,875 0,883 0,891 0,899 0,906 0,914 0,921 0,927 0,934
70° 0,940 0,946 0951 0,956 0,961 0,966 0,970 0,974 0,978 0,982
80° 0,985 0,988 0,990 0,993 0,995 0,996 0,997 0,998 0,9993 0,9998

Tabelle der Werte der Tangensfunktion
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0° 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0,105 0,123 0,141 0,158
10° 0,176 0,194 0,213 0,231 0,249 0,268 0,287 0,306 0,325 0,344
20° 0,364 0,384 0,404 0,424 0,445 0,466 0,488 0,510 0,532 0,554
30° 0,577 0,601 0,625 0,649 0,675 0,700 0,727 0,754 0,781 0,810
40° 0,839 0,869 0,900 0,933 0,966 1,000 1,036 1,072 1,211 1,150
50° 1,192 1,235 1,280 1,327 1,376 1,428 1,483 1,540 1,600 1,664
60° 1,732 1,804 1,881 1,963 2,050 2,145 2,246 2,356 2,475 2,605
70° 2,747 2,904 3,078 3,271 3,487 3,732 4,011 4,331 4,705 5,145
80° 5671 6,314 7,115 8,244 9,514 11,430 14,301 19,081 28,636 57,290

1. Die Werte der Kosinusfunktion werden mithilfe der Formel cos n® = sin(90 — n)° und der Tabelle mit den Werten
der Sinusfunktion ermittelt. Beispiel: cos 72° =sin 18° ~ 0,309.

2. In dhnlicher Weise kann man mit der Formel ctgn® = tg(90 — n)° auch den Kotangens eines Winkels bestimmen.
Beispiel: ctg43°=tg47°~1,072.
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7.4

3. Wenn man den Wert einer der trigonometrischen Funktionen eines Winkels kennt, kann man den ungeféhren
Wert seines Mafses bestimmen. Werte, die nicht in der Tabelle enthalten sind, werden auf den nachstgelegenen
Wert in der Tabelle angenahert.

Beispiel: Da wir wissen, dass sinx=0,734 ist, ist der nachstgelegene Wert in der Tabelle der Sinusfunktion
0,731. Wir leiten daraus ab, dass der Winkel x ungefahr 47° betragt.

Geldste Ubungen und Aufgaben. Ideen, Methoden, Anwendungstechniken

In dem in A rechtwinkligen Dreieck ABC mit BC =10 cm und AC=6 cm

(Abbildung 5) berechnet: sin B, sin C, cos B, cos C, tg B, tg C, ctg B, ctg C.
Losung:

Man wendet den Satz des Pythagoras im Dreieck ABC an und erhalt:
AB=+/BC*-AC?* =8 cm.

Mithilfe der Definitionen der trigonometrischen Funktionen erhalten wir: 10 cm

sinB=£=§; sinc=£=£; cosB=£=£; cosC = AC_s, Abbildung 5
5 BC 5 BC 5 BC 5’

thzAC 3. teC = AB 4, tB—AB—4' tC_AC_E

— == ctgB=—=—; ctgC=—==.
AB 4 g AC 3’ g AC 3 g AB 4
Seien das Dreieck ABC, rechtwinklig in A, <B=60° und AC =6 cm (Abbildung 6).

Berechnet die Langen der Seiten BC, AB und den Sinus des Winkels C.
Losung: \/_ A
sinB =sin60° = 3 und sinB= a O = —3=i = BC =4+/3 cm.
2 BC BC 2 BC
cosB=coséO°—% und cosB=— AB _ AB 1 AB — AB=2+/3 cm.

BC 4\/— \f 6cm
Abbildung 6
sinc_AB 23 1
BC 43 2
Ein gleichschenkliges Dreieck ABC hat AB=AC=10cm und BC=12cm A
(Abbildung 7). Berechnet den Sinus des Winkels BAC.
Losung:
Es geht darum, den Winkel BAC in ein rechtwinkliges Dreieck einzu-
schliefsen. Zu diesem Zweck konstruiert man die Hohe BP des Dreiecks p
ABC, P € BC. Es folgt, dass: sm(<xBAC)— BP
Man konstruiert die Hohe AM, M ¢ BC. Man berechnet den Flachenin-
»
halt des Dreiecks aufzwei Artenund erhalt Fl, . =E-AM~BC =1-BP-AC, B M G
2 2 Abbildung 7

woraus folgt, dass die Lange der Hohe BP = AV D ist

Das Dreieck ABC ist gleichschenklig mit der Grundlinie BC, also ist AM auch Seitenhalbierende, also

BM=MC=6cm.
Wendet man den Satz des Pythagoras auf das Dreieck AMB an, erhalt man: AM =+ AB>-BM? =8 cm.
Daraus folgt, dass, BP = AM-BC _ 48 cm, also sin(«BAC)=— BP _24
AC 5 AB 25

Untersuchung @
a. Berechnet mit einem wissenschaftlichen Taschenrechner die Werte der Sinus-, Kosinus-, Tangens- und Kotan-
gensfunktionen fiir die Winkel 0°, 5°, 15°, 30°, 36°, 45°, 52°, 60°, 75° und 84° auf drei Dezimalstellen genau.
Tragt alle diese Werte in eine Tabelle ein.

b. Vergleicht die Werte der Sinusfunktionen, die ihr fiir die Winkel mit den obigen Mafsen erhalten habt. Entschei-
det, ob der Sinus der Winkelmafse zunimmt oder abnimmt, wenn die Winkel zunehmend grofser werden.

c. Geht wie bei b vor und vergleicht die Veranderung der Kosinus-, Tangens- und Kotangensfunktionen, die fiir die
Winkel berechnet wurden, deren Mafse oben angegeben sind, wenn sie grofser werden.
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d. Leitet allgemeine Regeln fiir die Veranderung der Werte der Sinus-, Kosinus-, Tangens- und Kotangensfunktio-
nen von spitzen Winkeln ab, wenn die Mafde dieser Winkel gréfser oder kleiner werden.

e. Uberpriift eure Schlussfolgerungen, indem ihr sie mit denen eurer Mitschiilerinnen und Mitschiiler vergleicht
und mit eurer Lehrerin oder eurem Lehrer in der Mathematikstunde besprecht, und schreibt eure gemeinsamen
Schlussfolgerungen in euer personliches Portfolio.

Vorgeschlagene Aufgaben

206

Sei das rechtwinklige Dreieck ABC, <A =90° (Abbildung 8), mit AB=4cm und
AC =3 cm. Fullt die Liicken aus, sodass die Aussagen wahr sind.

Die Lange der Seite BC ist gleich ... .
sinB=..,cosB=..tgB=..undctgB=.... C B
sinC=...,cosC=...,tgC=...und ctgC=.... Abbildung 8

Sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit <A =90°. Ordnet die Daten in den beiden Zeilen zu, indem ihr die
Abmessungen der Seiten des Dreiecks ABC in jedem Unterpunkt angebt:

sinB cosB sinC cosC tgB ctgB tgC ctgC
1 3 3 4 4
103 & 3 8, 4 A B g
2 5 2 4 5 3 3 2
AB=9cmund BC=15cm; AC=12cmund BC=20cm; AB=15cmund AC=20cm.

Sei ein Dreieck ABC mit <A =90°, <B =30° und AB=4+/3 cm.
Berechnet AC und BC. Berechnet die Lange der Hohe, die der Hypotenuse entspricht.

Sei ein Dreieck ABC mit <A =90° BC=12 cm und sinC :%.

Berechnet AB und AC. Berechnet cosC, tgC und ctgC.
Sei ein Dreieck ABC mit ¥A=90°, AB=12 cm und cosB :1—;
Berechnet AC und BC. Berechnet sin B, tgB und ctgB.

Im rechtwinkligen Dreieck ABC ist <A =90°, tgB =% und AC=9 cm.

Berechnet den Umfang des Dreiecks ABC. Berechnet sinC, cosC, tgC und ctgC.

Im rechtwinkligen Dreieck ABC ist <B=90°, tgC =% und BC=4cm.
Berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks ABC. Berechnet die Lange der Hohe aus B auf AC.

Sei das rechtwinklige Dreieck ABC mit <A =90°, <B=60° und AD =12 cm, wobei AD 1 BC, D € BC. Berechnet
den Umfang des Dreiecks ABC.

Im gleichschenkligen Dreieck ABC (AB = AC) sei D der Mittelpunkt der Seite BC. BD =3 cm und tgB = 2.
Berechnet AD und den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.
Berechnet den Umfang des Dreiecks ABC.

Bestimmt den Wahrheitswert der Aussage: cosB <%. Begriindet eure Antwort.

Das Dreieck ABC ist rechtwinklig in A. Berechnet den Umfang und den Flacheninhalt des Dreiecks ABC, wenn
bekannt ist, dass tgB=0,75 und BC=10 cm.

Im rechtwinkligen Dreieck ABC ist <A =90° und AD 1 BC, D € BC. Bekannt ist, dass DC=12 cm und tgC :%.

Bestimmt die Langen der Seiten des Dreiecks ABC.
Berechnet sinB + cosB.



Im Rechteck ABCD ist die Diagonale AC =16 cm und <ACB = 60°.
Berechnet die Langen der Seiten des Rechtecks.

Berechnet den Umfang und den Flacheninhalt des Rechtecks.

Berechnet sin(«CBM), wobei M der Mittelpunkt der Seite CD ist. B

Der Rhombus ABCD hat die Diagonale BD =24 cm und tg(«ABD) :% (Abbildung 9). A OL c
Zeigt, dass AC =32 cm ist.
Berechnet den Flacheninhalt und den Umfang von ABCD. D
Berechnet die Lange der Senkrechten aus B auf die Seite AD. Abbildung 9

Im Trapez ABCD sind AB || CD, AB=16 cm, CD =8 cm, und AD=BC =42 cm.
Zeigt, dass <ABC = 45°,
Berechnet den Flacheninhalt des Trapezes ABCD.
Berechnet («CAB).

Im rechtwinkligen Trapez ABCD mit AB || CD, <A = <D =90° und <B=60°, ist CD= 43 cmund AD = 6 cm.

Bestimmt den Umfang des Trapezes.

A B
Bestimmt die Langen der Diagonalen AC und BD.
Ein Raum hat die Form eines rechtwinkligen Trapezes ABCD (Abbil-
dung 10). In der schraffierten Flache befindet sich ein Umkleideraum.
Es ist bekannt, dass AB || CD, <A =<D=90°, BE || AD, EC=4 m und
AB=AD =x m, wobei x eine natirliche Zahl kleiner als 5 ist. D £ C
Berechnet den Flacheninhalt des Raumes ABCD in Abhangigkeit von x. Abbildung 10

Berechnet x, wenn ABCD einen Flacheninhalt von 24 m? hat.
Es sei x=4. Ein Rohr von minimaler Lange wird vom Punkt D zur Seite BC durch den Boden verlegt. Zeigt,

dass der Winkel, den dieses Rohr mit der Seite DC bildet, den Kosinus ﬁ hat. (Es wird angenommen, dass
das Rohr eine vernachlassigbare Dicke hat.) 2

Der Innenhof eines Hauses hat die Form des Dreiecks ABC in Abbil- 5

dung 11. Die schraffierte Flache ist mit Fliesen gepflastert, der Rest ist

mit Gras bedeckt. Es ist bekannt, dass AC =153 m, AB=AD = DC, und

<ACD = 30°.
Zeigt, dass der Winkel BAC ein rechter Winkel ist. 5 ) c
Berechnet den Flacheninhalt des Dreiecks ABC. Abbildung 11

Berechnet den Flacheninhalt der gepflasterten Flache.

Test
1. Es sei das rechtwinklige Dreieck ABC, <A =90°. Wenn AB=15cm und BC =25 cm ist, berechnet AC, sinB,
cosC, tgB, ctgB.

2. Im rechtwinkligen Dreieck ABC gilt <A =90°, AB=6 cm und cosB =§.

a. Berechnet den Umfang des Dreiecks ABC.
b. Berechnet die Lange der Hohe, die der Hypotenuse entspricht.

3. Im gleichschenkligen Trapez ABCD sind AB || CD, <A = <B=60° und AC L BC bekannt. Wenn BC =24 cm ist,
bestimmt:

a. den Umfang des Trapezes; b. die Langen der Diagonalen.
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5. Lektion: Losen des rechtwinkligen Dreiecks. Berechnung
von Elementen in regelmafdigen Vielecken. Schatzen der
Entfernungen in praktischen Situationen mithilfe der
metrischen Beziehungen

Schliisselworter
rechtwinkliges Dreieck gleichseitiges Dreieck Seite Kathete, Hypotenuse Quadrat
Bestimmungshohe trigonometrische Funktionen regelmafsiges Sechseck Flacheninhalt

Losen des rechtwinkligen Dreiecks

208

Die Windenergie oder Windkraft wird durch Windtur-
binen genutzt, die die kinetische Energie des Windes in
Elektrizitat umwandeln. Als unerschopfliche Ressource
ist die Windenergie eine echte Alternative zu fossilen
Brennstoffen (Gas, Kohle). Windenergie ist sauber,
erneuerbar und hat niedrige Nutzungs- und Produkti-
onskosten, inshesondere wenn es darum geht, eine
Energiequelle an einem abgelegenen Ort bereitzustel-
len, der nur schwer oder gar nicht an herkdmmliche
Verteilungsnetze angeschlossen werden kann.

Da die Windenergie mit der Windgeschwindigkeit zunimmt, muss die Windgeschwindigkeit in grofser Héhe tiber
dem Boden gemessen werden, um einen optimalen Standort flr eine Windkraftanlage zu finden. Hierflir verwen-
den wir ein Instrument, das Anemometer genannt wird.

In Abbildung 1 befindet sich das Anemometer am
Ende C eines 7,7 m langen Stabes, der mit einem 8,5 m
langen Kabel verankert ist.

In welchem Abstand vom Punkt A, an dem diese
Stange befestigt ist, soll das Tragseil verankert wer-
den? Wie grofs ist der Winkel, den das Tragseil mit dem
Boden bildet?

Was stellen wir fest?

Bei der Analyse von Abbildung 2 geht es darum,
die Lange der Kathete AB und das Mafs des Winkels B
im rechtwinkligen Dreieck ABC zu bestimmen, wobei
AC=7,7mund BC=8,5m.

Die Anwendung des Satzes von Pythagoras flihrt zu

diesem Ergebnis: AB =+BC> - AC* =/12,96 m=3,6 m. Abbildung 1 Abbildung 2

7,7m
G

Da sinB =%: 0,905, lasst sich aus der Wertetabelle der trigonometrischen Sinusfunktion aus der vorangegan-
genen Lektion ableiten, dass der Winkel B ungefahr 65° betragt.

Merke dir!

Um ein Dreieck zu losen, miissen die Langen der drei Seiten und die Mafdse der drei Winkel des Dreiecks
bestimmt werden.

Im Falle eines rechtwinkligen Dreiecks genlgt es zur Losung des Dreiecks, die Langen zweier Seiten des Drei-
ecks oder die Lange einer Seite und das Mafs eines der spitzen Winkel (oder den Wert einer trigonometrischen
Funktion dieses Winkels) zu kennen.

Um ein rechtwinkliges Dreieck zu lésen, kann man wie folgt vorgehen:

a. Wenn die Langen von zwei Seiten bekannt sind:
« bestimmen wir die Lange der dritten Seite mit dem Satz des Pythagoras;
« finden wir die beiden spitzen Winkel, indem wir eine trigonometrische Funktion eines Winkels berechnen.



b. Wenn die Lange einer Seite und das Mafs eines spitzen Winkels bekannt sind:
« finden wir den anderen spitzen Winkel, da wir wissen, dass er das Komplement des bekannten Winkels ist;
« bestimmen wir die Seitenlangen mithilfe derjenigen trigonometrischen Funktionen des bekannten Winkels,
an denen die Lange der bekannten Seite beteiligt ist.

In Abbildung 3 sei das in A rechtwinklige Dreieck ABC, in dem bekannt B
sind AC =5+/3 cm und <B = 60°.

Offensichtlich ist <C=90° -

<B=30°. 60°

Um die Langen der Seiten AB und BC zu bestimmen, verwenden wir die
trigonometrischen Funktionen des Winkels B, wobei die bekannte Seite AC
betroffen ist:

th_—C:tgéo" I_i d.h., AB=5cm; ¢ 53 A
AB Abbildung 3
sinB:A—C = sin60°=— = ﬁ 5( ,also BC=10cm.
2 BC
Bemerkung
B ABC sei ein rechtwinkliges Dreieck mit <A =90°, in dem wir die Héhe
p AD, D € BC, konstruiert haben (Abbildung 4).
D Wir stellen fest: BC=a AD=h
AC=b BD=p
c J AB=c CD=gq
h Im Allgemeinen kann das Dreieck ABC gel6st werden, wenn bekannt sind:
« zwei beliebige der Werte von q, b, ¢, h, p, q;
A b C - einer der Werte a, b, c, h, p, g und das Mafs eines der Winkel B oder C
Abbildung 4 (oder eine trigonometrische Funktion dieses Winkels).

Berechnung der Elemente (Seite, Umfang, Bestimmungshohe, Flacheninhalt)

in gleichseitigen Dreiecken, Quadraten und regelmafdigen Sechsecken

Ein regelmafiiges Vieleck ist ein konvexes Vieleck, bei dem alle Seiten kongru-
ent und alle Winkel kongruent sind. Ein gleichseitiges Dreieck ist zum Beispiel
ein regelmafsiges Vieleck mit drei Seiten, ein Quadrat ein regelmafsiges Vieleck

mit vier Seiten.

Jedes regelmafsige Vieleck kann einem Kreis einbeschrieben werden. Der Mit-
telpunkt des umschriebenen Kreises ist auch der Mittelpunkt des regelmafigen
Vielecks.

Die Strecke, die den Mittelpunkt des Vielecks mit der Mitte einer Seite verbin-
det, wird als Bestimmungshdhe des Vielecks bezeichnet. Im Zusammenhang mit
metrischen Beziehungen (Entfernungsberechnungen) ist die Bestimmungshohe

auch der Abstand zwischen dem Mittelpunkt des Vielecks und seinen Seiten. Die Bestimmungshdhe des

Gegeben sei ein regelmafiiges Vieleck mit n Seiten. Wir stellen fest:

regelmafigen Sechsecks
ABCDEF ist OM.

- | =die Seitenlange des Vielecks;

- u,=das Mafs eines Winkels des Vielecks;
» a,=Lange der Bestimmungshodhe;
« U =Umfang des Vielecks;
« Fl = Flacheninhalt des Vielecks.
Die folgenden Beziehungen sind offensichtlich:

Seite, Umfang, Flacheninhalt und Bestimmungshdhe eines
gleichseitigen Dreiecks

ez e . A ¢ Sy B
M
Es sei das gleichseitige Dreieck ABC, das einem Kreis mit dem Mittelpunkt O \/

u =12 .180°;

C

0

28
A RN
. N
. N
. J
.
.
.
.
-
30°
.
4

Fl, =in«an .
2

und dem Radius R einbeschrieben ist, mit der Bestimmungshohe OM, M € AB Abbildung 5
(Abbildung 5). Der Mittelpunktswinkel AOB hat das Mafs 120°, und da das Drei-
eck OAB gleichschenklig ist mit OA = OB = R, folgt, dass *OAM = 30°.
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Durch Verwendung der trigonometrischen Funktionen im Dreieck OAM erhalten wir:

sin30°:% = i:% = OM:E’
OA 2 R 2
cos30°=2AM V3 _AM = AM:ﬂ, also AB=R+/3.
OA 2 R 2
Merke dir!
Elemente des gleichseitigen Dreiecks (entsprechend dem Radius des Umkreises)
Seite (1,) Umfang (U,) Bestimmungshohe (a,) Hohe
R 3R
R\3 3R\3 5 Y

Seite, Umfang, Flacheninhalt und Bestimmungshohe eines Quadrats

Es sei das Quadrat ABCD mit der Seite a, das einem Kreis mit dem Mittel-
punkt O und dem Radius R einbeschrieben ist, in dem wir die Bestimmungs-
héhe OM mit M e BC konstruiert haben (Abbildung 6).

Das Dreieck OBC ist ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck mit den
Katheten OB=0C=R.

Nach dem Satz des Pythagoras ist BC =+/OB? + OC? =R+/2, also ist der Fla-

cheninhalt des Quadrats: Fl,,., = BC* = 2R".
OM ist Seitenhalbierende im Dreieck OBC, also OM =%=¥.
Merke dir!
Elemente des Quadrats (entsprechend dem Radius des Umkreises)
Seite ({,) Umfang (U,) Bestimmungshdhe (a,)
RV2 4R2 %

Flacheninhalt (FL,)

2R?

Flacheninhalt (Fl,)

Seite, Umfang, Flacheninhalt und Bestimmungshohe eines regelmafidigen Sechsecks

Das regelmafsige Sechseck ABCDEF mit der Seite a liegt in einem Kreis mit
dem Mittelpunkt O und dem Radius R (Abbildung 7). Jeder Mittelpunktswin-
kel gegenlber einer Seite betragt 60°, sodass die langen Diagonalen AD, BE
und CF das Sechseck in sechs gleichseitige Dreiecke unterteilen.

Dann ist BC = OB = R und die Bestimmungshéhe OM mit OM, mit M € BC, in
Betracht ziehend, folgt, dass:

OM=Rsin 60°:¥.
Der Flacheninhalt des Sechsecks ist:
2
AL —6.Fl —6.%.0m.80- 3R
2 2
Merke dir!
Elemente des regelmafdigen Sechsecks (entsprechend dem Radius des Umkreises)
Seite ((,) Umfang (U,) Bestimmungshdhe (a,)
R~3
R 6R T\F

2

Abbildung 7

Flacheninhalt (FL,)

3R*\3

3R*3
4
D
R
X E
45°
h R2
Abbildung 6




Annaherung von Entfernungen in der Praxis durch metrische Beziehungen

In alltaglichen Situationen missen wir oft Entfernungen und Flachen schatzen, wenn eine oder mehrere Varia-
blen beteiligt sind.

Wenn wir einen Garten gestalten oder die Leitungen in einem Raum verlegen mussen, missen wir Werte wie
Umfang, Flache usw. bereits in der Entwurfsphase kennen. So kdnnen wir die Menge an Materialien, die fir die
Umsetzung unserer Ideen bendtigt wird, von Anfang an bestimmen und so Zeit und Kosten sparen.

Feuertreppe

Eine 100 dm lange Feuerwehrleiter wird an eine Wand gelehnt. Die Bodenfreiheit
zwischen dem Fufs der Leiter und der Wand betragt 60 dm.

Wie hoch befindet sich die Spitze der Leiter Giber dem Boden?

Losung:

Mithilfe des Satzes des Pythagoras kdnnen wir feststellen, wo sich die Spitze der
Leiter befindet: M:\%_A =8 Meter Giber dem Boden.

TV-Kabel

Der Boden von Vlads Zimmer hat eine rechteckige Form, deren Dimensionen
direkt proportional zu 4 und 7 sind. Der Bodenflacheninhalt des Zimmers betragt
17,92 Quadratmeter.

Ein Fernsehkabel sollte durch den Boden diagonal durch den Raum verlegt werden. Bestimmt, ob 6 Meter Ka-
bel ausreichen. Aber 6,5 Meter?

Losung:
Die Dimensionen des Raums sind [ =4x und L = 7x, wobei x > 0 eine reelle Zahl ist.
Aus L - [=17,92 folgt, dass 28x*=17,92, wobei x* = 0,64, d. h., x=0,8. Dies ergibt [=3,2 mund L =5,6 m.

Aus dem Satz des Pythagoras folgt, dass die Diagonale des Raumes die Lange d =+/I* + 1> =/41,6 m hat.
Da 6°=36 <41,6 <42,25=6,5%ist, sind 6 Meter Kabel nicht ausreichend, aber 6,5 Meter sind ausreichend.

Schatzung der Lange eines Gartenzauns

Der in Abbildung 8 dargestellte Garten hat die Form eines
gleichschenkligen Trapezes ABCD mit AB || CD und AB > CD, wobei
CD =12 m und <«B=60°. Der Garten wird durch zwei Alleen hal-
biert, die die Diagonalen des Trapezes darstellen, wobei die Allee
AC den Winkel A in zwei gleich grofde Winkel teilt.

Im oberen Bereich wird der Garten durch einen Teich in Form
einer Halbscheibe mit dem Durchmesser AB erweitert.

Prift, ob 74 Meter Zaun ausreichen, um den Garten und den
Teich zu umschliefsen. Es ist bekannt, dass 3,14 < < 3,15.

Losung:
Die Winkel, die an jeder Grundflache des Trapezes anliegend
sind, sind kongruent, also <DAB = 60°, also <DAC = <CAB = 30°.
Da <ADC=<BCD=180°—- <ABC=120° folgt daraus, dass
<ACD = 30° = <DAC, was bedeutet, dass das Dreieck DAC gleich-
schenklig ist. Wir leiten daraus ab, dass AD=DC=12m, also D 12 m C
BC=12m. Abbildung 8
Im Dreieck ABC ist «CAB=30° und <ABC=60° also
<ACB=90°. Folglich ist das Dreieck ABC rechtwinklig. Aus
BC

cos60°

=24 m.

cosB =£ erhalt man AB=
AB

Die Lange des Halbkreises mit dem Durchmesser AB ist L =£7r-AB =127z m. Folglich ist der Umfang des Gar-
tens U=L + AD + DC + CB=12(r + 3) Meter. :

Dal12(n+3)<12-(3,15+3)=12:6,15="73,8, ist ein Zaun von 74 m Lange ausreichend fiir die Umzaunung
des Gartens.
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Projektarbeit

Bestimmung der Hohe eines unzuganglichen Gebaudes und der Entfernung zu einem
unzugdnglichen Punkt A

In Abbildung 9 stellt die Strecke AB’ ein hohes Gebaude dar, das unzuganglich ist,
die Strecken CC’ und DD’ stellen die Positionen dar, in denen sich eine Person zu ver-
schiedenen Zeitpunkten befindet, wobei sich der Boden auf der rechten Seite B'C’

und die horizontale Blicklinie des Beobachters auf der rechten Seite CD befinden. An D % CAX [
der Position CC’ sieht der Beobachter die Spitze des Gebaudes in einem Winkel von ] B
x°, und an der Position DD’ sieht der Beobachter die Spitze des Gebaudes in einem D' c B’

Winkel von y°. Man kennt die Lange der Strecke CD, <ACB =x° und <ADB = y°. Abbildung 9
Fir die Berechnungen kann man das folgende Muster verwenden:
Wir bestimmen die Hohe des Gebaudes AB’, wenn <ACB = 60°, <ADB =30° und CD =112 m, und der Beob-

achter die Hohe CC' = DD’ = 1,65 m hat. Wir nutzen die Tatsache, dass 1,73 < \/5 <1,74.

« Aus dem rechtwinkligen Dreieck (<B = 90°) ergibt sich J3= tg(«ACB) = g—g, also AB=+/3-BC.

N 3

« Aus dem rechtwinkligen Dreieck ABD (B = 90°) ergibt sich 3 =tg(«ADB) =%, also AB = ?-BD.

3

* 3 .BD=+/3-BC,alsoCD+BC=BD=3-BC.BC=CD:2=56mund AB=+/3-56m, AB=1,73-56 m=96,88 m,

sodass das Gebaude ungefahr 96,88 m + 1,65 m = 98,53 m misst, und da wir wissen, dass BC =56 m, kbnnen
wir die Entfernung von jedem Punkt, an dem sich der Beobachter befindet, zum Gebaude bestimmen.

Was ihr im Rahmen des Projekts verfolgen werdet:
« Identifizieren der unzuganglichen Gebaude oder Gegenstande im Alltag, deren Hohe ihr entweder schatzen
oder deren Entfernung ihr am besten abschatzen kénnt;
« Wahl der glinstigsten Winkel unter Verwendung des Algorithmus des vorhergehenden Musters, damit die
erforderlichen Naherungsberechnungen so einfach wie moglich sind;
- sorgfaltiges Einhalten der Schritte, die notwendig sind, um die Héhen und Entfernungen der ausgewahlten
Gebaude oder Objekte zu bestimmen.
Prisentation: Erstellt eine PowerPoint-Prasentation mit Bildern und Text.
Bewertung: Die Genauigkeit der Prasentation und die Ubereinstimmung der Ergebnisse mit den tatsichlichen
Ergebnissen sowie die Qualitat der Antworten auf die von den Personen im Anschluss an die Projektprasentation
gestellten Fragen werden beriicksichtigt.

(o]

Im Dreieck ABC in Abbildung 10 ist: <A=90°, AC=6 cm und <«B=60°. Lose das
Dreieck ABC.

Lost das Dreieck ABC, wobei ihr wisst, dass <A =90°, <C=30° und BC=8 cm. c 6 A
Lost das Dreieck ABC, wobei bekannt ist, dass <A =90° und AB=AC=12cm. Abbildung 10
Lost das rechtwinklige Dreieck ABC (XA = 90°), wobei ihr wisst, dass: B
AB=12cmund BC=20cm; AC=12cmund AB=16 cm; D
AC =243 cm und BC =4+/3 cm; BC=8cmund <B=45°.
Im Dreieck ABC in Abbildung 11 ist <«A=90°, AC=15cm und
AD =12 cm. Lést das Dreieck ABC. . 15 -

A
Lost das rechtwinklige Dreieck ABC (<A = 90°), wobei bekannt ist, dass: AD L BC, Abbildung 11
DeBC,BD=4cmund CD=9cm.

Lost das rechtwinklige Dreieck ABC (<A =90°), AD 1 BC, D € BC, wenn ihr wisst, dass:
AD =4+/3 cmund 4B =30°; CD=6+/3 cm und %C = 30°.

Zeichnet ein 2 cm grofdes Quadrat und dann den Umkreis des Quadrats.
Berechnet die Diagonale des Quadrats.
Berechnet die Bestimmungshdhe und den Radius des Umkreises des Quadrats.



Zeichnet ein gleichseitiges Dreieck ABC mit einer Seitenlange von 4 cm, dann zeichnet den Umkreis des Dreiecks.
Berechnet die Hohe des Dreiecks.
Berechnet den Umfang und den Flacheninhalt des Dreiecks.
Berechnet die Bestimmungshohe und den Radius des Umkreises des Dreiecks.

Es sei ein gleichseitiges Dreieck XYZ mit einer Bestimmungshdhe von 12 cm.
Berechnet die Seite des Dreiecks.
Berechnet den Umfang und den Flacheninhalt des Dreiecks.
Berechnet die Hohe und den Radius des Umkreises des Dreiecks.

Das regelmafige Sechseck ABCDEF ist dem Kreis C(O, R) einbeschrieben. Wenn AB = 6 cm, bestimme R und
die Bestimmungshohe des Sechsecks.

Fillt folgende Tabellen aus:

R 23 R 632 R 443

[, 4 [, 4 [, 6

a, 3 a, 2.3 a, 53

U, 36 U, 24 U, 18

Fl, 9.3 Fl, 100 Fl, 964/3
Ein gleichseitiges Dreieck und ein Quadrat haben den gleichen Umfang. Das Dreieck hat eine Seite, die 6 cm
betragt.

Bestimmt die Bestimmungshohe, den Radius des Umkreises des Dreiecks und seinen Flacheninhalt.
Bestimmt die Seite, die Bestimmungshéhe und den Radius des Umkreises des Quadrats.

Berechnet den Flacheninhalt des regelmafsigen Sechsecks, dessen Seitenldnge gleich der Seite des Quadrats
mit dem Umfang 32 cm ist.

Abbildung 12 stellt eine Figur aus einem Kinderspiel dar. ABCDEF ist

ein regelmafsiges Sechseck in einem Kreis mit dem Mittelpunkt O. Die e
Halfte der Dreiecke ist blau gefarbt. Die Seitenlange des Sechsecks
betragt 2 cm.
Berechnet den Flacheninhalt der lila gefarbten Flache. c
F

Berechnet die Lange der Strecke AE.
Zeigt, dass der Flacheninhalt der Scheibe um mehr als 2 cm? gro-
fer ist als der Flacheninhalt des Sechsecks. Es ist bekannt, dass

3,14 <n<3,15und 1,73</3<1,74.

Der Garten von Tudors Haus ist in Abbildung 13 skizziert. Der Punkt
A gehort zum Halbkreis BC. Auf der griinen Flache sind Obstbaume
gepflanzt, und die schraffierte Flache ist mit Blumen bedeckt. AB=48 m A
und AC = 36 m sind bekannt. .

Berechnet den Radius des Halbkreises BC .

Berechnet den Flacheninhalt der mit Blumen bedeckten Flache.

Im Punkt M wird eine Glihbirne installiert, der Mittelpunkt der Seite

AC. Die Gliihbirne wird (iber einen gut gespannten Draht von Punkt B B c

~—__—)
Abbildung 12

aus zugefiihrt. Berechnet den Sinus des Winkels <MBC. Abbildung 13
Selbstbewertung @
1. Lost das Dreieck ABC, wobei ihr wisst, dass <A =90°, «B=30° und BC=12 cm.

2. Lost das rechtwinklige Dreieck ABC (<A =90°), wobei bekannt ist, dass: AD 1L BC, D € BC, BD=8cm und

. Ein Quadrat ist einem Kreis mit dem Radius 12 cm einbeschrieben.

CD=18cm.

a. Bestimmt den Umfang und den Flacheninhalt des Quadrats.
b. Bestimmt den Flacheninhalt des gleichseitigen Dreiecks, das demselben Kreis wie das Quadrat einbe-
schrieben ist.
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Wiederholung und Bewertung

Orthogonale Projektionen auf einer Geraden. Hohensatz. Kathetensatz « Satz des Pythagoras; Kehrsatz des
Pythagoras - Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck « Lésen des rechtwinkligen Dreiecks. Berechnung
von Elementen in regelmafiigen Vielecken. Anndherung von Entfernungen in praktischen Situationen
mithilfe metrischer Beziehungen

Fir die Aufgaben 1-22 schreibt den Buchstaben, der der richtigen Antwort entspricht, in eure Hefte. Fiir die

Ubungen 23-30 schreibt die vollstandigen Antworten auf.

1.

In einem rechtwinkligen Dreieck sind die Projek-
tionen der Katheten auf die Hypotenuse 4 cm und
6 cm lang. Die Lange der entsprechenden Hohe
der Hypotenuse ist gleich:

a. 10 cm; b. 2\/5 cm.

. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Lange einer

Kathete gleich 8 cm und die Lange der Projektion
der Kathete auf die Hypotenuse ist gleich 2 cm. Die
Lange der Hypotenuse ist gleich:

a. 32cm; b. 16 cm.

. In einem rechtwinkligen Dreieck betragt die Lange

der Hypotenuse 20 cm und die Lange einer Kathete
16 cm. Die Lange der anderen Kathete ist:

a.4cm; b. 12cm; c. 18cm; d. 36cm.

. Das Ergebnis der Berechnung von sin 30° + cos 60°

ist gleich:

a. 0; b. «/§; c. %; d. 1.

. Dreieck MNP ist rechtwinklig, mit <N=90°,

MN =9 cm, MP=15 cm. Der Tangens des Winkels
Pist gleich:
3. 3. 4 d 4

a. —; .= c. —; .=

5 4 3 5

. In einem gleichschenkligen rechtwinkligen Drei-

eck betragt die Lange einer Kathete 4 cm. Die
Lange der Hypotenuse ist gleich:

b. 4\/§ cm;
d. 16 cm.

a. 8cm;
c. 4\/5 cm;

. In einem Quadrat ist die Diagonale 16 cm lang. Der

Umfang des Quadrats ist gleich:
a. 3242 cm; b. 64 cm.

. Die Lange der Hohe eines gleichseitigen Dreiecks

mit einer Seitenlange von 12 cm ist gleich:
a. 43 cm; b. 63/3 cm;
c. 4\/5 cm; d. 4«/5 cm.

. Im gleichschenkligen Dreieck DEF mit der Grundli-

nie EF = 8 cm betragt die Lange der entsprechenden
Hohe 3 cm. Die Lange der Hohe, die der Seite DF ent-
spricht, ist gleich:

a. 15cm; b. ?cm; c. %cm; d. 20cm.

10

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Die Dimensionen eines Rechtecks sind 4 cm und
8 cm. Die Lange der Diagonale des Rechtecks ist
gleich:

a. 32cm; b. 4«/5 cm;
c. 2\/5 cm; d. 4\@ cm.
In einem gleichschenkligen Dreieck ABC mit der

Grundlinie BC ist das Mafs des Winkels BAC gleich
120°. Der Tangens des Winkels ABC ist gleich:

1 V3 V3
. N3, b. =; . — d. —.
2 V3 2 “ 72 3
Ein Rhombus hat Diagonalen mit den Langen 24 cm

und 10 cm. Der Umfang des Rhombus ist gleich:

a. 52 cm; b. 34cm; ¢ 68cm; d. 72cm.

Im Parallelogramm ABCD, <DAB = 60°,BD 1 AD und
AB =20 cm. Die Lange der Diagonale BD ist gleich:

a. 10\/§ cm; b. 10\/§ cm;
c. 10 cm; d. 20 cm.
Im Dreieck MNP, rechtwinkligin N, ist NQ die Hohe,

MN =15 cm, MQ =9 cm. Der Umfang des Dreiecks
MNP ist gleich:

a. 45cm; b. 30 cm; d. 90 cm.

Im Dreieck ABC, das in A rechtwinklig ist, ist
AB=5cm,tgC=0,2. Die Lange der Hypotenuse ist
gleich:

c. 60cm;

a. 10\/8 cm; b. 5\/% cm;
c. V26 cm; d. 20 cm.

Im Dreieck ABC, rechtwinklig in A, ist AB=3cm,
sinC=0,6. Die Lange der Hypotenuse ist gleich:

a. ¥v34 cm; b. x/gcm; d. 1,8 cm.

Der Flacheninhalt eines Dreiecks mit einer Hypo-
tenuse von 15 cm und einer Kathete von 9 cm ist
gleich:

c. 5cm;

a. 54 cm?; b. 108 cm?
c. 72cm? d. 64 cm?
Im Dreieck ABC ist AC=4\/§ cm, AB=4cm und

BC =8 cm. Das Mafs des Winkels ACB ist gleich:
a. 309 b. 60°; c. 20°%; d. 90°.



19. Bei einem rechtwinkligen Trapez sind die Grund-
linien 4 cm und 10 cm lang und die Hohe betragt
8 cm. Der Umfang des Trapezes ist gleich:

b. 56 cm; d. 90 cm.

20. Sei das rechtwinklige Dreieck ABC in A und
AD 1 BC, D € BC, BD=4cm und DC=12cm. Die
Lange der Kathete AC ist gleich:

a. 8\/5 cm; d. 16 cm.

21. SeidasinArechtwinklige Dreieck ABCund AD 1 BC,
D € BC. Wenn <ACB = 30°, dann ist sin BAD gleich:

a. 32cm; c. 2cm;

b. 8cm; c. 6cm;

a. 0,5; b. ﬁ; c. Q; d. 1.
2 2
22. Sei das Dreieck ABC rechtwinklig in A und
AD 1 BC, DeBC. Wenn sinABC:g, dann st
cosBAD gleich:
a. E; b. E; c. i; d. E
3 5 5 4

23. Welche der folgenden Aussagen ist richtig und
welche ist falsch?

a. ,Die Zahlen 12, 15 und 9 sind pythagoreische
Zahlen.”

b. ,,Die Projektion einer Strecke auf eine Gerade ist
eine Strecke oder ein Punkt.”

c. ,,Die Lange einer Strecke ist immer grofier als die
Lange ihrer Projektion auf eine Gerade.”

d. ,,Die Summe der Quadrate der Langen der Diago-
nalen eines Rhombus ist viermal so grofs wie das
Quadrat der Lange einer Seite.”

24. Sei das Dreieck MPQ, rechtwinklig in P, und
PD 1 MQ, D e MQ. Ordnet jedem in Spalte A
genannten Satz die entsprechende Beziehung in
Spalte B zu.

A B
1. Hoéhensatz a. PM*+ PO* = MO*
b. PD?’=DM - DO
2. Kathetensatz
c. PO’=0D - QM
3. Satz des Pythagoras d. PM*=PD - DM

Systematischer Beobachtungsbogen

25. Sei ein Dreieck ABC, das in A rechtwinklig ist.
Bestimmt die Zahlen a, b, c und d in der folgenden
Tabelle:

AB AC BC
acm 16 cm 20cm
15 cm bcm 25cm
6cm 8cm ccm
dcm dcm 10cm

26. Bestimmt die Zahlen q, b, ¢, d, die die Gleichheiten
in der nachstehenden Tabelle Gberprifen.

cosh® = 1

N

27. Im Dreieck ABC, das rechtwinklig in A ist, ist
bekannt, dass <A =90°, <B=60°und BC=6 cm.

a. Berechnet die Lange der Seiten AB und AC.

sin30°= 2 tg30°=2
a C

b. Berechnet die Langen der Projektionen der
Katheten auf die Hypotenuse.

c. Bestimmt den Flacheninhalt des Dreiecks ABC,
gerundet auf die nachste ganze Zahl.

28. In dem gleichschenkligen Trapez ABCD, AB || CD,

AB =543 cm, DC =153 cm und <C = 30°. Berech-
net den Flacheninhalt und den Umfang des Trape-
zes ABCD.

29. Sei der Rhombus ABCD mit AC=10\/§ cm und
BD =10 cm. Bestimmt den Umfang von ABCD und
das Mafs des Winkels BAD.

30. In dem gleichschenkligen Trapez ABCD, AB || CD,
AB=4cm, DC=12cm und BD=10cm. Berech-
net den Flacheninhalt des Trapezes ABCD und den
Abstand zwischen dem Punkt D und der Geraden
BC.

» Ich war sehr daran interessiert, Neues lGber Losungsmethoden von Aufgaben zu lernen.
» Meine Teilnahme am Matheunterricht wurde von meinen Mitschilern und meinem Lehrer geschatzt.

immer

=,
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Losungen

Einheit 1: Die Menge der reellen Zahlen

1. Lektion. Die Quadratwurzel einer Quadratzahl. Schatzen der Quadratwurzel aus einer rationalen Zahl
1.a,d,e, f h,i.2.16,25,36,49, 64,81,100,121,144.4.a. W; b. F;c. W; d. F; e. F; f. W.5.a. 5; b. 9; c. 1; d. 20; e. 24; f. 30. 6.a. 8; b. 4; c. 5;
d. 29. 7.a. 52; b. 29; c. 121; d. 50. 8.a. 3; b. 14; c. 45; d. 25; e. 512; f. 16; g. 243. 9.a. 9; b. 9; c. 27. 10.a. 25; b. 4; c. 6; d. 5. 11.a. a = 36,
\/a=6 ;b.a=9, \/E=3 ;c.a=369° \/E=369 .12.a. 6; b. 15; c. 100; d. 20; e. 75; f. 216. 13.a. 3; b. 6; c. 44; d. 2. 14.a. 18; bh. 80; c. 225;
d.30% e.2°-3%f.7°- 10" 15.a.1; b. 1. 16.a.B; b. H; c. C; d. A; e. D; f. G. 17.a. 0,2; b. 0,6; ¢. 0,01; d. 1,6; e. 1,2; f. 3,2. 18.a. 72; b. 0,24;
c.1,2;d.0,14; e. 0,65; f. 0,625.

Test: 1.a.4;b.1,8;c. 6;d.1.2.a.0.3.a. JJa=22.32.5=900; b. JJa=17-3=51; c. JJa=6>-8=288.

2. Lektion. Die Menge der reellen Zahlen
1.a.0; 7; b. -6;0; 7; -10; c. —6; 0; -2,8; g; 7;-10; 5,4(12); d. \/g; —\/g; V15;e. alle. 2.a. W; b. F;c. F; d. W; e. W; f. W. 3.a. W; b. W;c. F; d. W;

e. W; f. W; g. W; h. W. 4.a. 2,2 und 8,6; b. 2,65 und 8,25; c. 4,123 und 14,799. 7.a. W; b. W; c. F; d. W, e. F; f. F; g. W, h. W. 8.a. \/g ge(@,

b. }g g Q; ¢ /%=EEQ d.\/0,81=0,9cQ. 9.a.rational; b, c, d.irrational. 10.AnN={0}, AnZ={-6;0}, AnQ=
={—6;Z;3,(4);0;1,8}, Am(R\Q)={ﬁ;—Jﬂ; Jﬂ}, ANR=A, A\Q={\/7;—x/ﬁ;\/ﬂ}, A\R=@. 11.a. 2 und 3; b. 2 und 3; c. -5 und —4;

d. 9 und 10; e. 6 und 7;f. 16 und 17; g. 27 und 28; h. -3 und -2. 12.a. 3,1 und 3,24; b./20 und+11. 13.a. A= {3}; b. B= {5, 6, 7,..., 15};
c.C=1{1,2,.,8). 14.a.2 <1,5; b. —/3>-2;c. §>\/o,ﬁ; d. /34 > /35, 15.a. -4 <-3,89 < -3 < =2,(64) <=2,6 < 9;

- 11<—\/ﬁ<\/§<\/§<\/ﬁ; c. 1<\/§<1,5<\/§<2. 16.a.0,5; b. g; c.\/z—l; d.\/g—\/g; e. —4+\/ﬁ; f.\/§+3; g.\/§+\/€; h.7-2.
17.a. 5 rationale Zahlen, 25 irrationale Zahlen. b. 450.18.a. Vx =5: b. x =15; c. v/x =25; d. v/x =7%°.19.a. /55 ¢ R\Q;b. u(5®+6"+1)=2

= 546"+ 1 ist keine Quadratzahl; c. u(10®+11"°+12%) =7 = 10°+11"+12" ist keine Quadratzahl. 20.a. XE{*\/g, \/g}, b.x e @;
c. x=0; d. x e R* 21. Wir nehmen an laut der Methode der Zurlickfiihrung auf einen Widerspruch, dass Jx €Q. Daraus folgt, dass x=(/x)y=
=/x -J/x eQ(Produkt rationaler Zahlen), falsch. Folglich ist Vx e R\ Q. 22. A= {-3,-2,-1,0, 1, 2,3},B={-4,4} und C={-4,-3,-2,-1,0,
1,2,3,4,.,AnB=0,BNC={-4,4},AnC=A.23.a.xe {5,6};b.x € {1,2,3,5,6,8,9};c.x=5;d. x € {1,2,4,5,6,8,9}.

Test: 1. - 3<—1,5<o,5<§<£. 2.b. 3.ANN={0}, AnZ={-4;0}, AmQ:{—A;—1,(25);%;0;—11,6}, Am(R\Q)={J§;—ﬁ;JE},

AnR:A,A\Q:{ﬁ;—ﬁ;@},A\R:@.
3. Lektion. Rechenregeln fiir Quadratwurzeln

1.a.427; b.430; c.\[14; d.\165; e.\130; f.4[105; g../114; . 2.a.46; b.11; c.\31; d.56; e.—70; f.6;

g@h\@Sa\f \f \/7 \/7 ( \/7 \f \/74a4b5c6d8e10f1g2h4

5.2 3 b5 T cT T dNB NI e 223 fNENZ2: 282 h.\B.\50. 6.a.\g; b.\g; C.E;
d.V11; e.\5; f.45; g( \/7 ? \ﬁ {; d:/; \ﬁ f:/; g.%; h.%. 8.a.23; b.245;

c. 24/17; d.2415; e.2423; £.2430; g.10v2; h.647. 9.a.3v2; b.5V2; c.24/14; d.3J10; e.229; £.3v22; g.6410; h.1143.
4\/— J_ 8v3. | 75 SJ— 12[ 2\/18 211, _5\/_. 11.2. 295 xJ; b.31xI\By, y>0; c.4lxy|\ox,

10.a. V17, o 83, 4 NS,
/ 361 31
x20; d.2x?|y*|</17. 12.aH; bL; cB; dA; eC; fF; gE; hG. 13a\f / . —/80; e. / / /10 /10

6 13 6’ %3 "1 17 17
14.a.42x%; b.ABx?; c.N10x%; d.Nex®; e.7x3y?; f.—7x¢y*. 15.a. 2J§>3J§; b. 247 >343; c. 4J§<2JE; d. -3v6 > -2/14;
e.-2423>-4:/6; £.347<8; 8. —4/5>-9; h.5J5-11>0. 16.a. 24/2 <32 <19 <245 <21 <246; b. 5<3/3 <247 <2410 < 44/3 <5.2.
17.b. A(0,5), B(-0,8), C(+/5), D(—/2), E(—/3), F(24/3), G2v2); c. (D, G), (D, ), (E, F), (G, J), (I, H).
Test: 1.a.5v2; b. 5; c./6; d. 7. 2.a. 2. 3.a. 3v/2 <2/6; b. ~24/7 < -34/3; ¢. 311 < 10; d. 4/5 -9 <0.
4. Lektion. Addition und Subtraktion der reellen Zahlen

1.a.13v2; b. 10v7; c. 24/5; d. 8v6; e.2943; £.1747; £ 116; h. —64/3. 2.a. 83 +92; b. 76 +164/7; ¢. 55 +24/2; d. 1247 —8/10;
e.-15v2; £.746-743. 3.a.3V5; b.3246; c.-2v3-+2; d.8Y3-9v6; e.1245++7; f. 9V13. 4.a.a+b=83+3V5, a-b=+5;
b.a+b=14y2-5J10, a-b=-242+13J10; c.a+b=+7+15V6, a-b=19y7-216; d.a+b=6+3+145, a-b=10v3-6v11.
5.a.a+b+c=0; b.a+b+c=7;, c.a+b+c=10. 6.12\@cm. 7.12«@dm. 8.a.7\@; b.2\/§; c.én@; d.lSﬁ; e.73\/§; f.(m@.
9.a. 1073 +9410; b. 1142 -5V11; ¢.5v13-+/15; d.33-23V5; e.16V5-8v2; f.2247-31V6. 10.a.3442; b.43y3; c. 4645;
d.7\6; e.50:7; f.3v10. 11.a.0; b.0; c.43V5; d.442+10V3; e.26v2; f.-20V7. 12.a.0; b.4\x; c.4/x -5\y; d.-4Ja+2b;

e.2\/£; f.lO\@. 13.a. 71\5/5; b.ﬁ; c.%; 7\/— .14.a.a<b; b.a>b; c.a>b; d.a<b; e.a<b. 15.a. r ﬁ b. ﬁ+Jﬁ;
c. 205-342; d. 442 +6; e. 33 +5; f. —2m+3ﬁ, g. 2J6 +35; h. =642 +9. 16.a.1; b. 4; ¢. 1; d. 0. 17. Laut Lehrsatz des Pythagoras

ergibt sich, dass SG+GC =,/72500 +200 m=469,25 m und SL+LC=+/10° +150 m=466,22 m, also ist der von Victor zuriickgelegte Weg
kiirzer.

Test: L.a. 11v3; b. 74/5; c. 124/2 +24/3. 2.b. 1145 + 14+/2. 3.a. 15+2; b. 93 + 24/5; c. 7/6 + 44/10; d. 64/5.



5. Lektion. Multiplikation und Division der reellen Zahlen
1.a.8/15; b. 45J14 ; c.-304/30; d.-55491; e.60v30; f.—30v42; g.9v105; h.-80v22. 2.a.36y2; h.-5043; c.-1205;
d.-24/15; e.360; f.964/3; g.-80430; h.-280. 3.a.4/6; b.15; c.—/3; d.—2; e.-443; £.315; 8.-36; h.6+2. 4a£

b.—5—", .1445; J— e.—25: f—%' g.—g; h.352. 5.a.a-b=54, a:b=2; b.a-b=175v2, a:b=v2; c.a~b=90x/—,

a:b=2\/—, d.a-b:éoJE, a:b=5v5. 6.96cm%. 8.a.3V5-3v2; b.15v2+15-6v5; c.48v2+12043-60; d.5-25+12V2;

e. 2—3x/§; f.18. 9.a. 5—27; b.%. 10.a. 2\/§+3\/ﬁ; b. 60\/§+60\/§—15\/ﬁ; c. 6\/5; d.3\/§+4—xﬁ. 11.a.%; b.—%; c. g; d. —%0; e. %;

—%; g. —\E. 12.a. x=2\/§;b. x=12\/§;c.x=8;d.x=5ﬁ. 13.a.x=2; b.x=J§; c.x=-36;d.x=3.

Selbstbewertung: 1.a. 6@; b. 10\/E; c. 3\/5. 2.c.90cm?’ 3.a. 5\/§+5\/§; b. 12x/§+12\/§—8\/g; c. 5@+2\/§—3\/§.
6. Lektion. Die Potenz einer reellen Zahl mit ganzem Exponenten. Die Reihenfolge der Rechenoperationen
mit reellen Zahlen

1.a. 64; b.121; c. 0,001; d. 9; e. 28; f. ,g L h % 2.a. (1,3)" b. (V7)%; c. (=24/3)"; d. (—/7)" e. (445)5; f. (34/7)5;

g. (<0,5v6)%%; h. (7)°. 3.2. = b. - déJ—e fJ_4a151°b6°c(J_)15d122°e38f2"g4“h(9)5"

25 64
AV 2. -1\2, 2. iz- ﬁ
5a[5j b. (5% c. (0,1)% .(6),e.(£),f.(ﬁ],g.[2

c. —/3;d. 5. 8.a. - 504; b. 135; c. 120/6; d. 360+/3. 9.a. 186; b. 158; c. —2v6; d. —21+/3. 10.a. %; b. g. 11. a=-14.12. -29+/2.

j .6.a.10; b. =8; c. 9; d. 4; e. —6; f. —~2/6; g.2; h. % 7.a. 44/5; b. -55;

14.a. x=11411 -4/1100 =11411 - 10411 =+/11 = 3,31; b.A. x =36,48 - 33,16 =3,32; B. x=3,31° - 4,47-7,41=36,26 —33,12=3,14;
C. x=36,48-4,47-7,41=36,48-33,12=3,36; D. x=3,31° 33,16 =36,26 —33,16=3,1. 15. a-B, b-C, c-A. 16.a. -1; b. 6; c. 0.

Test: 1.a.3;b. 3% c. 1. 2.c. -5-+/6. 3.a. 0; b. 112/5; ¢. 5.

7. Lektion. Rationalisieren des Nenners eines Bruchs

52 2J— 65 . W11, _ 6V5. . 87, _ 152 95 W3, 52 206, 27 V2. W7

la.—; b.=—; c.——; d.-———; e. —; f— g—— h.-———. 2.a.—; b.——; ¢.=—; d.—/— e.———; f—
2 7 5 11 25 21 14 20 ° 6 6 3 3 6 2
gih £3 A5 ; b, —ﬁ,c.@;d.L ‘/_ s fAJ6 + \/—gz\/_ 5*/—, .*/§+\/E.4.a.o;b.o;c.1;d.0.5.a.4J§;
15 3 5 2 7 5 5
b. ﬁ, .42 d.6. 6.a.647-35; b. —ﬂ, c. \/— 1; d. 9+5\/_ 7.a. %; b. i, c.8/6+242+3V3+6; d.v2. 8.a.5;
b. —\/g; M ;d. i .9.a.-4;b.3;c.0;d.9.10.512. 11. a—% Der Mindestwert von b ist b =384.
Test: 1.a. 4\/§b\/§c gd% 2.c.1.3.a. 2\/§+3\/§;b.7;c.1.

8. Lektion. Der gewichtete Mittelwert zweier oder mehrerer reeller Zahlen. Das geometrische Mittel zweier
positiver reeller Zahlen

l.a.m =6, mg=4\/§; b. mﬂ=§, mg=@; c. maz%, m,=1; d.m, =5, m,=4,8; e.m ,=2,08, m,=0,8; f. ma=2x/§, mg=\/E;
g m, =42, m =30; h. m, =23, m,=3.2.a. 5,6; b. 6,9; c. 0,4; d. 1,35. 3.a. % b. % [ 1d.\7.4.15V2.5. 643.6. 53 .

25.60+35-56+40-42+60-35 7240
8.114/3.9.18.10.4.11. m - ST EYTEET, -

Test: 1. m, =122, m, =270. 2.a. % 3.443.

=45,25 Lei. 12. 1 und 49 oder 7 und 7.

9. Lektion. Die Gleichung der Form x* = a, wobeia € R
1.b,e. 2.a.x=6; b.x=10; c.xe &; d.x=3; e.x=5; f.x e @. 3.a.x=-4; b.x=-5; c.xe J; d. x=-7; e.x € &; f.x € @. d.a.x e {-9,9};
b.x e {-15,15}; c.xe{-1,1}; d.x=0; e XG{—\/E,\/E} ; f XE{—\/E,\/E} . 5.14m. 6.a.xe{-1,3;1,3}; b.xe{-0,8;08};

c.xe{-1,414}); d.xe@. 7.a. Xe{_%;%}; b. Xe{—%;%}; c.xe {-5;5}; d. Xe{ :2%%} 8.a.x e {-0,6;0,6}; b.xe {-4;4};

c.xe{-1;1};d. xe{—g %} 9.a. xe{ \/—\/—} b.x e {-1;1};c. xe{ \/—\/—} d.xe{-1;1}.
Selbsthewertung: 1.a.x € {-5,5}; b.x € {-4, 4}; c. xe{—5x/§, 5\/5} .2.b.3.3.15m.

Einheit 2: Lineare Gleichungen und Gleichungssysteme

1. Lektion. Umformen einer Gleichung in eine aquivalente Gleichung. Identitaten

1.2a+2b=4. 2.a.2a-4b=10; b.3a-6b=15; c. 4a -8b=20; d.10a - 20b=50; e.-2a +4b=-10; f. -5a +10b=-25. 3.a.4; b. 12;
c.20;d.-4;e.-8;f.-36.4.a.A;b.F;c. F;d. A;e. F; f.A. 5.a. A; b. F; c. F; d. A; e. F. 6.a. 8; b. 16; c. 8; d. -2; e. =5. 9. Durch Addieren der
beiden Gleichungen ergibt sich 2x = 6, also x = 3. 10. Man multipliziert die Gleichung mit 10. 11. Man subtrahiert die beiden Gleichungen, und
die erhaltene Gleichung teilt man durch 2. 12. Wir haben /(2n+3)* =|2n+3|. Da n € N ist, folgt, dass 2n+3 > 0, also |2n + 3| =2n + 3. Die
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linke Seite wird also umgeschrieben /(2n + 3)* +/4 =12n+3|+2=2n+3+2=2n+5. Auf der rechten Seite erhalten wir 2(n+3) - 1=2n+6 —
1=2n+5. Aus der Transitivitat folgt, dass /(2n+ 3)’ +/4 =2(n+3)-1, fir jedwelches n e N.

Test: 1.a.F; b. W;c. F;d. W.2.C. 14. 3.a. 21; b. -5; c. 4; d. -4.

2. Lektion. Gleichungen der Form ax + b = 0, wobei a, b € R.

Die Losungsmenge einer Gleichung; aquivalente Gleichungen

1.a,e.4.a.2x+1=0;2x=-5;h. 4x-3=0;2x-3=0; c. 3x-3=0; /6x-5=0.6.a,bund d. 7.aS={3}; b. 5= F; c. S=@; d. S= {0,4};
e.5={3}; f. S:{Zx/i}. 8.a.5={2}; b.S={2}; c.5={7}; d.S={11}; e.S={-5}; f.S={4}. 9.a.Ja, beide Gleichungen haben S={1};

b. Die erste Gleichung hat S={-1} und die zweite Gleichung hat S={-2}, also sind sie nicht &dquivalent. 10.a. S={15}; b. S= {158},

c. sz{%};d.sz{s};e.s:{4}.11.3.52{2,8};b.s:{o,48}; c.5={-1);d.5={0,8);e.5={1125};£. 5= {0}. 12.a. S {5}; b. S = {2};

{
c. =7} d.5={\3}; e. s:{f}; f.5={-43]. 13.a. s:{ 11 } b. S= {123}; c.5={-6}; d. s:{-%}; e. 5= { } {%}

. 14.a.3x+7=-11 oder 3x+7=11; S={—6;%}mz={ 6. b.Es gelten die Bedingungen x=2 und x=0, also x € Z\{0,2}; S={-

c.S:{—3;—E;4}mZ:{—3;4}.
2
Test: 1.a.3x+7=0;b.-2x-0,5=0; c.-7x+7=0. 2.a. -2.3.a. S={-12}; b. S= {571} c. S={2}.

Lektion 3. Lineare Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten
1. aundd.2.a. Ja; b. Nein; c. Ja; d. Nein.4.a. (0,4), (2,3); b. (0,3),(2,5).5.a. b=2;b. a=3,b =1.7.a. Ja; b. Nein; c. Nein; d. Ja.8.a. S={(4,1)};

5={(2,2)};c.5={(4, 2)};d.S={6;%}.9.a.5={(4,3)};b.5={(—9,—5)};C.S={(2,—2)};d-5={(—1,3)}-10-3-5={(3,5)};b-5={(g,—%j};
2x—y=-1 b {x+\/§y2 {fx \/7y 2 d {x+3y1+\/§

={(2,-8)}; d.5={(-2,8)}. 11.a.{ 12.2.5={(2t-3,0) |t e R};

-x+2y=8 " 3x+\/§y:0 x+2y_—2\/— ’ \/§X—y:73+\/§'
2k-3n|=0 2k-3n|=1

b.S=0; c.S:{(a,\/goc—Z)lae]R}; d.S=. 13. Wir haben die Situationen ! |2 l lz . Wir erhalten die Systeme
(=k +2n)* = (=k+2n)* =

{2k—3n=0 {2k—3n:0 {2k—3n:1 {2k—3n:—1

on | koo 1 | keomog | kaan_g Mit den Lésungen (3,2), (-3,-2), (2,), (-2,-1). 14.2.5={(0:3)}; b.5={(3:2)};

:{(2\/7;4\5)}; d.s ={(\/§;—\/§)}-

Test: 1.a.Nein; b. Ja. 2.C. S={(2,-2)}.3.5={(-3, 1)}.

4. Lektion. Losen von Aufgaben mithilfe von Gleichungen oder linearen Gleichungssystemen

1. Sei a die Anzahl der Kletterer. Die Losung der Gleichung a + (a + 23) =45 ergibt a = 11. 2. Wenn man u als die Anzahl der Einheiten schreibt,
erhalt man die Gleichung 2u + u=12. Die Zahl ist 84. 3. n sei die Zahl. Der Dividend ist (n + 4) - 5 — 5. Laut dem Lehrsatz der Division mit Rest
ergibt sich (n+4)-5-5=4-2533+3; n=2024. 4. Divisor € N* sei die kleinere Zahl. Dann ist die gréfsere Zahl Divisor + 392. Wir erhalten
Divisor + 392 = Divisor - 12 + 7, vorausgesetzt 7 < Divisor. Die Zahlen sind 427 und 35. 5. x € N* sei Anas Alter. Wirerhalten x + 15=4 - (x — 6).
Ana ist jetzt 13 Jahre alt. 6.a. Wenn es in dem Wohnblock 28 Wohnungen mit je 3 Zimmern gabe, dann gabe es auch 22 Wohnungen mit je 2
Zimmern. Die Gesamtzahl der Zimmer im Wohnblock wiirde 28 - 3 + 22 - 2 =128 betragen, was der Aussage widerspricht, dass es 118 Zim-
mer gibt. Es ist also nicht méglich. b. Bezeichnen wir mit d, t € N* die Anzahl der Zweizimmer- bzw. Dreizimmerwohnungen, so erhalten wir
das Gleichungssystem d +t =50 und 2d + 3t=118, mit der Lésung d =32, t=18. 7. 81 kg bzw. 54 kg. 8. 11 Lei. 9.a. Wenn es 25 Schiiler in
der Klasse gabe und auf jeder Bank 3 Schiiler safsen, wére nur noch ein Schiiler auf einer Bank, was der Aussage der Aufgabe widerspricht.
b. Wir bezeichnen mit e, b € N* die Anzahl der Schiiler bzw. die Anzahl der Banke, um das System aus den Gleichungen e=2(b -3)+1 und
e=3(b - 7) zu erhalten, mit der Losunge =27, b = 16. 10. 8 Aufgaben. 11. 24 Aktien zu je 15 Euro bzw. 16 Aktien zu je 12 Euro. 12. 60 T-Shirts.
13.a. Wenn sie am zweiten Tag 15 km zuriickgelegt hatten, dann hatten sie am dritten Tag 10 km zuriicklegen missen, was dem widerspricht,
dass sie am dritten Tag 8 km zurlickgelegt haben. b. 32 km. 14. Wir bezeichnen mit d die Entfernung zwischen dem Erdloch und dem Hasel-

nussstrauch. In Sekunden ausgedriickt betragt die Zeit, die bendtigt wird, um die Strecke vom Erdloch zum Haselnussstrauch zuriickzulegen
%, und der Abstand zwischen dem Haselnussstrauch und dem Erdloch betragt % Wir erhalten %+%=240 und somit d =480 m. 15. Der
Zug fahrt mit der Lokomotive auf die Briicke und fahrt mit dem letzten Wagen ab. Bezeichnet man mit x die Lange der Briicke in Metern und v
die Geschwindigkeit des Zuges in Metern pro Minute, so erhalt man die Gleichungen x + 350=v - 7 und x + 350 = (v + 100) - 6. Die Lange der

Briicke betragt 3 850 m. 16. 200 ml mit der Konzentration 6 % und 400 ml bei 3%iger Konzentration. 17. Sei ¢ € N* die Anzahl der Verbrau-
cher, die an der Umfrage teilgenommen haben. Wir erhalten die Gleichung Efé-z?c:%Jr%-%JréO mit der Lésung ¢ = 900 Verbraucher.
18.a. Ware ac =25, dann hatten wir nach dem Lehrsatz der Division mit Rest 2b5=25.8+1=201 , was unmaoglich ist. b. Mit der Bedingung
a # 0 lésen wir die Gleichung: abc=ac-8+1 <> 100a+10b +c=80a + 8¢ + 1 < 20a + 10b = 7c + 1. Da die letzte Ziffer der Zahl 20a + 10b
null ist, folgern wir, dass die letzte Ziffer der Zahl 7c + 1 null ist, und da c eine Ziffer ist, erhalten wir c = 7. Die Gleichung 20a +10b=7 - 7+1

< 2a+b=>5.Wirerhalten %e {137;217}. 19. Wir bezeichnen mit g, x e N* die Anzahl der Nelken bzw. Tulpen aus einem Strauf3. Wir erhal-



ten die Gleichung 3g + 7x = 56. Da die Zahlen 7x und 56 durch 7 teilbar sind, folgern wir, dass die Zahl 3g durch 7 teilbar ist. Da 3 und 7 Prim-
zahlen sind, folgt daraus, dass die Zahl g durch 7 teilbar ist, und da g eine Primzahl ist, also g gleich 7 ist.

Selbstbewertung: 1. Es gibt 21 Madchen und 7 Jungen. 2.a. Wenn eine Rose 12 Lei kosten wiirde, dann wiirden 7 Rosen 84 Lei kos-
ten, was 83 Lei, den Preis fir 5 Tulpen und 7 Rosen, lbersteigen wiirde. Es ist also nicht moglich. b. Wir bezeichnen mit x,t e Q,
den Preis fir eine Tulpe bzw. den Preis fir eine Rose. Wir erhalten das System bestehend aus den Gleichungen 7x+ 3t=55 und
5x+ 7t=83. Eine Tulpe =4 Lei, eine Rose =9 Lei. 3. Wir bezeichnen mit s den Betrag des Geldes. Am ersten Tag hat er 25% - s ausge-
geben und hatte noch einen Rest r=75% - s, den er an den folgenden drei Tagen ausgegeben hat. Wir l6sen die Gleichung r=35% - r +
+(35% - r—8Lei)+62Lei=r.Dar=180 Lei=75% - s, ergibt sich s = 240 Lei.

Einheit 3: Elemente der Datenverarbeitung

1. Lektion. Kartesisches Produkt zweier nicht leerer Mengen. Orthogonales Achsensystem in der Ebene.
Darstellung von Paaren reeller Zahlen in einem orthogonalen Achsensystem.

Darstellung von Punkten in einem orthogonalen Achsensystem. Abstand zwischen zwei Punkten in der Ebene
1.x=3,y=-1,z=1.2.a.AxB={(1,0), (1,2), (3,0, 3,1}, BxA=1{(0,2), (0,3), (1,1), 1,3)}, Ax A={(1,2), (1,3), (3,2), (3,3)},
BxB={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}; b. card(A x B) = card(B x A) = 4, card(A x A) = 4, card(B x B) = 4.

3.a. AxB={(-2,2),(-2,/5),(-1,2),(-1,45),(1,2),(1,v5),(6,2),(6,45)}, Bx A={(2,-2),(2,-1),(2,1),(2,6),(/5,-2),(+5,-1),(1/5,1),(+5,6)},
BxB={(2,2),(2,45),(5,2),(5,5)}; b. card(A x B) = card(8 x A) = 8, card(A x A) = 16, card(8 x B) = 4.

4.D. 40 Punkte. 7.A(2, 3), B(3,-1), C(-2, 0), D(-3, -5), E(0, -3), F(~4, 4). 8.b. AB=3, AC=3v2, BC=35; c. Wenn M, N, P die Mittel-

punkte der Strecken AB, AC, BC, dann M(—%,Zj, N(g%j P(l,%). 9.b.AB=AC=5,BC=6, U, =16;c.Fl,,.=12; d. M[%,Zj, N(—%,ZJ.
10.b. AB=AC=5, BC=8, U, =18; c.Fl,,.,=12; d.A'(4,8), C'(1,12). 11.x e {-4,4}. 12.a. M(3,1), N(-1,1), P(-2,-1); b. A={-2,-1, 3},
B={-1,1},AxB={(-2,-1), (-2,1), (-1,-1), (-1,1),3,-1), (3, 1)}. 13. Ax B={(1,-1), (1,3), (2, -1), (2,3)}, A= {1, 2}, B={-1, 3}.

Test: 1. AxB={(0,-1), (0, 0), (2,-1), (2,0), (3,-1), (3,0)}, Bx A={(-1, 0), (-1, 2), (-1, 3), (0, 0), (0, 2), (0, 3)},
AxA={(0,0),(0,2),(0,3),(2,0),(2,2),(2,3),3,0),(3,2),3,3)},BxB={(-1,-1), (-1,0), (0, -1), (0, 0)}. 2.c. A'(-5, -1).

3.b. AB=10,AC=6,BC=8, U, =24;c.Fl, =24

ABC

2. Lektion. Darstellung und Interpretation von funktionalen Abhangigkeiten durch Tabellen,

Diagramme und Grafiken. Haufigkeitspolygon

1.a.5;b.7;c.14.2.a.9;b.7;c.12.3.120. 4.a.20; b. 100. 5. 8, 16, 20, 36 bzw. 60. 8.a. 40; b. in der ersten Jahreshalfte; c. Einkommen in
der ersten Jahreshalfte: 170; Einkommen in der zweiten Jahreshalfte: 160; 170 — 160 = 10. Er hat also in der zweiten Jahreshalfte 10 Mil-
lionen Lei weniger verdient als in der ersten Jahreshalfte. 9.a. 56 000 Euro; b. die Monate Februar, Marz und Mai; c. im Mai (Riickgang um
3 000 Euro); d. die Monate Juli, August und September. 10. a. 2 Monate; b. 40 Millionen Lei; c. 50 Millionen Lei. 12. Wenn x e Aund y € B,
dann ist y = Kapital von x. 14. y = 3x flir jedes x € A.

Selbsthewertung: 1.a.4;h. 9;c. 6,48.2.a.10 %; b. 30 %; c. 18. 3. y=x+ 2 fiir jedes x € A.

Einheit 4: Das Viereck

1. Lektion. Konvexes Viereck. Die Winkelsumme im konvexen Viereck
XA _«B_«C_<«D _360°

1. 4B+ +D=360°~190°=170°. 2. +D=360°-260°=100° 3, Z-=T2-T-T5_S20-00° = sA=60°, B=80°, +C=1007
%D =120°. 4. %A:%B:%C:%Dﬁfg =24° = ¥A=72°, ¥B=96°, +C=48°, <D =144°. 5. <A+%A+%A+{TA:36O°:> XA =172°48",

4B =86°24", «C=57°36', «D=43°12". 6.99°, 100°, 101°. 7.42cm. 8. Es sei M e AB, B e CN. <BMN = <AMD =180° — (XA + <ADM) =
=180° - (xC+ <CDN) = <BNM. 9.4%A=<B=<«C=100° und <D=60° 10.2B=A+C, 2C=B+D = 2B+2C=A+B+C+D=360° =
= B+C=180°= A+D=180°.

Test: 1.a. W; b. F;c. W;d. W. 2. ¥<A=60°, «B=60° «C=100°, «D =140°.
3.AB+BD+DA=25,BC+BD+CD=27=32+2BD=52=BD=10cm.

2. Lektion. Das Parallelogramm. Eigenschaften
2.a. ABCD Parallelogramm => B = <D = 50°, ¥A = <C=130°. c. ¥CAB = %DCA = 20° = ¥A = <C=70° 4D = «B =110°.

DB AC

3. U, 7+7+CD=24 cm. 4. MNPQ Parallelogramm = MN=PQ = 3x+2=5x-2 = x=2 => MN=8cm, PN=9cm = U,,,=34cm.

0C = MNPQ

5. MNPQ Parallelogramm = <M= 4P=2x+3=3x-27=x=30°= <M= <¥P=63% 4Q=<N=117°.6. x+16+2x+2+37x—11+7?x—16:360:>
= x=54°, ¥A=<C="70° «B=<D=110° = ABCD Parallelogramm. 7. ASCB Parallelogramm = AS || BC; ACBT Parallelogramm = AT || BC,

Die Geraden AS und AT fallen laut dem Axiom von Euklid zusammen, d. h., die Punkte T, A, S sind kollinear. 8. <}:DAP=<PAO=<TA. Aber

<PCO=<—C=%A, also «PCQ = «DPA (Stufenwinkel in Bezug auf die Sekante CD), also AP || CQ. Da AQ || PC = APCQ Parallelogramm.

9. Wir stellen fest: «DAP = «PAB = x, <ABP = <PBC =y, ABCD Parallelogramm = 2x + 2y =180° = x + y = 90° = ¥APB=180° — (x + y) = 90°.
10. AP=QC, AP || QC = APCQ Parallelogramm. 11. ABCD Parallelogramm = AD = BC = BD = ADBC gleichschenklig mit BM Seitenhalbierende
= BM ist Hohe. Da BM und CP Héhen sind, BM " CP = {P} = Punkt P ist das Orthozentrum des Dreiecks BCP = DP Hohe = DP 1 BC, BC || AD
= DP 1 AD.

Test: 1. sA=<xC=40° <D=<B=140° 2.a.F, b.W; c.W; d.F; e.F, f.W. 3.BE||AC = <ACB=<CBE, DC=DB, ¥ADC=<BDE =
= AADC = AEDB = AD = DE. Weil BD = DC und AD = DE = ABEC Parallelogramm.
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3. Lektion. Anwendungen des Parallelogramms in der Dreiecksgeometrie.
Mittellinie in einem Dreieck, Schwerpunkt eines Dreiecks

1.a.BC=18cm; b. MP=8cm; c. AC=14cm. 2.a. U,,,=14cm; b. U,,,=34cm. 3.a. MG=8cm, GA=4cm; b. GB=5cm, PB=15cm;
c.GQ=6.cm, CQ=9cm. 4.a. Aus dem Fall WSW folgt, dass die Dreiecke BEC und AEF kongruent sind, also CE = EF und da CO = OA ist, ist
OE die Mittellinie im Dreieck CAF. b. Aus der Kongruenz in a. ergibt sich auch AF = BC, und BC = DA. Wir haben DO = OB und DA = AF, also
ist AO eine Mittellinie im Dreieck BDF c. CE und BO sind Seitenhalbierenden im Dreieck ABC, also ist T der Schwerpunkt des Dreiecks ABC.
5. MP - Mittellinie im Dreieck ABC = MP || BC = MT || BD, AM = MB = T Mittelpunkt der Strecke AD = AT = TD. 6. ST Mittellinie im Dreieck
AMP = MP =12 cm; MP — Mittellinie im Dreieck ABC = BC=24cm. 7.BC=23cm-14cm=9cm, MB:%=3 cm, PC=%=4 cm, MP

BC

Mittellinie im Dreieck ABC = MP=7=4,5 cm; U,,..=20,5cm. 8.a. 0S=SP, OT = TQ = ST Mittellinie im Dreieck OPQ. b. 0S=SP, AS=5C =

MPBC

= AOCP Parallelogramm = AP || OC, AP=0C (1), OT = TQ, BT = TC = OBQC Parallelogramm = QB || OC, 9B =0C (2). Aus (1) und (2) = QB || AP,
QB = AP = ABQP Parallelogramm. 9.a. G,, O, G, kollinear,, G,0 =%~OM =6 cm, OG, :%-OP =6cm,G,G,=12cm.b.VonaG,0=G,0,G,0=G,0=
= G,G,G,G, Parallelogramm. 10. Im Dreieck ADC sind AM, DO Seitenhalbierenden und AM N DO = {T} = T Schwerpunkt =

TO:%-DO:%-DB:3 cm, 0S=3cm = TS =6 cm. 11. Q Mitte AS, C Mitte AE = QC Mittellinie im Dreieck ASE = QC || SE = QC || ST, T Mitte

BC = S Mittelpunkt von OB:AO=OS=SB:SB=%~AB=%-CD.

Test: 1. TQ=%=5 cm, AC=2ST=14cm, SO:%:S cm. 2. MP Mittellinie im Dreieck ABD = MP || BD = MP || BC (1), PQ Mittellinie

im Dreieck ADC = PQ || DC = PQ || BC (2). Aus (1) und (2) folgt, dass M, P, Q kollinear sind. 3. C'B’ Mittellinie im Dreieck ABC = C'B' || BC =
= C'B' || BA', C'B' = BA’ = C'B’'A'B Parallelogramm.

4. Lektion. Das Rechteck. Eigenschaften
BD AC 7

la.W;b.W,c.F,d W, eW fW 2.2-AC+3-BD=5-AC=25cm. 3. OD=7—7=§cm. 4. AMCB ist gleichschenklig = MC=BC=6 cm.

DM=DC-MC=4cm. 5. $BOC=60° und BO=0C=4cm = ABOC gleichseitig = U,

BOC

=3-BO=12cm. 6. AM || NC und AM=NC = AMCN

ist Parallelogramm. 7. B Mitte von CE = AB — Seitenhalbierende in AACE und AB L CE = AB - Hohe in AACE = AACE gleichschenklig mit

XACE = 60°. 8. QP —und MN - Mittellinien in AADC bzw. AABC = QP || AC || MN und OP:MN:% = MNPQ Parallelogramm. In AABC ist

MN die Mittellinie, also MN || AC und da MQ || BD, AC L BD = MN 1. MQ = <NMQ =90° = MNPQ Rechteck. 9. Sei das Rechteck ABCD und

E, F die Fufdpunkte der Senkrechten, die von den Eckpunkten A bzw. C auf die Diagonale BD gezogen werden. Dann ist AE L BD, CF L BD
= AE || CF (1). AAED = ACFB (HW) = AE =CF und DE =BF (2). Aus (1) und (2) = AECF ein Parallelogramm ist, mit OE = OF = OD - DE (3).
Analog wird gezeigt, dass BGDH ein Parallelogramm ist, wobei G und H die Fufspunkte der Senkrechten sind, die von den Eckpunkten B
bzw. D auf die Diagonale AC gezogen werden. Da OG = OH und OE = OF (aus (3) ist, folgt, dass GFHE ein Parallelogramm ist. Die Dreiecke
ADE und DAH sind kongruent (HW), also ist DE=AH. Aus (3) ergibt sich: GH=2-0H=2-(0OA—-AH)=2- (0D - DE)=2 - OE=EF, also ist
GFHE ein Rechteck. 10. Es sei das Rechteck ABCD. Wir bezeichnen mit M und P die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden der Winkel A
und C mit der Diagonalen BD und mit N und Q die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden der Winkel B und D mit der Diagonalen AC.
Wie in Aufgabe 9 lasst sich leicht zeigen, dass AMCP und BNDQ Parallelogramme sind und dass die Strecken MP und NQ sich halbieren
und kongruent sind, also ist MNPQ ein Rechteck. 11.Sei DENAC={P}; BFNAC={T}. E=Sym,D = DP=PE und F=Sym,B =
= BT=TF. AADP = ACBT (HW) = DP=TB (1). DE 1 AC und BF 1. AC = DE || BF (2). Aus (1) und (2) ergibt sich, dass = DEBF ein Parallelogramm
ist. Da DE L AC; BF 1 AC und DEBF ist Parallelogramm = DEBF Rechteck. 12. AMAD = AABP (SWS) = MD = AP.

Test: 1. <ADB=50° <«DOC=100° <«BAC=40° 2.a.<MBT=180° = M, B, T kollinear. b. AMAD=AMBC (SWS) = MD=MC =
= AMDC gleichschenklig. c. d(M, DC) = d(M, BA) + BC =11 cm und d(T, AD) = 13 cm. 3. AADH ist rechtwinklig mit <AHD = 90°; <HAD = 30° =
AD =16 cm = BC. ABDC rechtwinklig mit <BCD =90°; «BDC=30°=BD=2-BC=32cm.

5. Lektion. Der Rhombus. Eigenschaften

2.a.W;b.W;c.F;d. F,e. W; f. F. 3. <BAD = 80°; <ADC=100°; <DBC =50°; ¥DOC=90°; <ACB=40°.4. <ABD= ABC

=60° = AABD gleich-

seitig = BD =9 cm. 5. Es seien OP L AB; P € AB; DR 1 AB; R € AB. OP Mittellinie in ABDR = DR =2 - PO =14 cm. 6.a. Wir haben EF || AD, DE || AF

und AD = AF, also ist ADEF Rhombus. b. Analog sind DBEF und DECF Rhomben. 7.a. 64 cm; b. d(D, AB)=84/3 cm. 8.a. OM N AD = {P}; P liegtin

der Mitte von AD und OP = PM; OM L AD = AODM Rhombus. b. OP ist die Mittellinie in AABD. Wir erhalten AB || OM und AB = OM, also ist ABOM

ein Parallelogramm. 9.a. U, .., =2-4-6,25cm=50cm. b. L +[=25cmund L =4l = L =20 cm; [=5 cm. 10. AN || BM; NB || AM = AMBN Par-

allelogramm und AM =BM = AMBN Rhombus. 11.a. ABDF = ABDE (SWS) b. BF = BE = ABFE gleichschenklig. Da «BCE = <FDE = 60° + <BCD,

ABCE = AFDE (SWS), also ¥BFE = <BED + <FED = <BED + <«CEB = <CED = 60°, also ist ABFE gleichseitig. 12. Seien a und b die Langen von zwei
a+b+a

aufeinanderfolgenden Seiten des Parallelogramms. =b = a=bund ein Parallelogramm mit zwei gleichen aufeinanderfolgenden Seiten

ist ein Rhombus. 13. EH — Mittellinie in AADB und FG — Mittellinie in ABCD = EH || BD || FGund EH=FG = % = EFGH Parallelogramm. In AABD
ist EH die Mittellinie, also EH || BD und da EF || AC || HG, AC L BD = «FEH = 90° = EFGH Rechteck. 14.a. Sei CT L AB, T € AB. Im rechtwinkligen

Dreieck TACist <TAC=30° also CT =£= 6 cm. b. O sei der Mittelpunkt des Rhombus, AP | BC; P € BC; AAPB = AAOB (HW) = AP=A0 =6 cm.
15. BF N AE={0,} und DB~ AC={0}; BO, ist die Mittelsenkrechte von AE und BO ist die Mittelsenkrechte von AC = B ist der Mittelpunkt des
Umkreises des gleichschenkligen Dreiecks AACE gleichschenklig = AB L CE. 16. Der Punkt S sei so, dass der Punkt A auf der Strecke SC liegt.

<MAC <QAC
2

Mithilfe des Satzes von den aufseren Winkeln erhalt man «<MSA= =<BAC =<ACD und «QSA=

=<«DAC =<«ACB. Das Viereck SQCM ist



also Parallelogramm, und wenn MQ N SC = {T}, haben wir im gleichschenkligen Dreieck AMQ die Seitenhalbierende AT, also ist AT Mittelsenk-
rechte, d. h., dass SOQCM ein Rhombus ist. Wir erhalten MC = CQ.
Test: 1. <ADB=50°, «DOC=90° <«BAC=40°. 2.ED | AF; DF || AE = AEDF Parallelogramm und AD Winkelhalbierende des Winkels

<EAF = AEDF Rhombus. 3. Es sei AP 1 BC; P € BC; AAPB rechtwinklig mit <xAPB =90°; <xABP =30° = AP=Az—B:9 cm.

6. Lektion. Das Quadrat. Eigenschaften

la. W, b.W,c.W;d.F,e.W, f.W; g.W. 2.a. AB=2-BC, AB=2-AM=2 - MB = BC=AM=MB=AD, AMPD — Rechteck mit DA=AM = AMPD
— Quadrat, MBCP — Rechteck mit MB=BC = MBCP - Quadrat. b. gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck = «CBP=45° = <PBA=45°.
c. 0,0, Mittellinie im Dreieck APB = AB=2-0,0,=18cm, DA=9cm = U,,,=54cm. 3. OP Mittellinie im Dreieck DAB = OP || AM

ABCD
und OP=AM, <PAM=90° = AMOP Rechteck, PA=AM=% = AMOP Quadrat. 4.0M=4cm. 5.a. AAO,0, =ABO,0, = CO,0, (SWS) =

0,0,= 0,0,= 0,0, A0,0,0, gleichseitig; SAO,0, :(180"—;15(’°)z 15°, also $0,0,8=90°~15°=75°. Wir +0,0,B+0,8C = 75° + 105°=

=180°, also 0,0, || BC. Analog 0,0, || AC und 0,0, || AB. b. 30°. 6.a. ¥DAB =180° - 135°=45° = ¥PAD=45° = AD ist die Winkelhalbie-

rende von <PAB und AM die Winkelhalbierende des Winkels <PAD = A, D, M kollinear. b. Das Dreieck PAD ist kongruent mit dem Dreieck

MBC, also DP=CM. c. 1 7. <PCQ = <PCB + %BCD + «DCQ = 180° = P, C, Q kollinear. SC = CB, DC = CM = Parallelogramm DBMS mit SB = DM

= Rechteck DBMS mit DS = DB = Quadrat DBMS. 8. MBPD - Parallelogramm = DB n MP = {O}, O Mitte von DB (1); QDNB Parallelogramm
= DB QN={0} (2). Aus (1) und (2) = DB, ON, PM konkurrent. 9. PR L DB, DC L RB, DC n PR ={P} = P Orthozentrum des Dreiecks DBR =
BQ L DR. 10. ATAC = ABAP (SWS) = TC=BP.

Test: 1.44 cm. 2. Da <ABC + «CBQ =180°, sind die Punkte A, B, Q kollinear. Aus BM = AP, AP =CS und CS = BQ folgt, dass BM = BQ, also AMBQ ist
gleichschenklig und rechtwinklig. Wir erhalten ¥MQB =45° = ¥BAC, also <CAQ = <AQM, alsoMQ || AC.3.L=20cm,l=4cm = U,,, =48 cm.

7. Lektion. Das Trapez: Einteilung, Eigenschaften. Die Mittellinie im Trapez

1. <BAD = <ADC =90°, «BCD =140°. 2. <A=<B=30° <D=<C=180°-30°=150°. 3.a.15 cm; b. 3 cm. 4. Wir konstruieren CE L AD, CE =
=8cm=CD=16 cm.5. ABCDseiein TrapezmitAB || CD, {O} =ACNBD,AB=15cm,CD =13 cm.Wirkonstruieren EF 1. ABso,dassE < DC,F € AB

und O € EF. Im rechtwinkligen gleichschenkligen Dreieck DOC ist OE Hohe = OE ist Seitenhalbierende = OE:D—ZC::L;cm. Im rechtwinkligen
gleichschenkligen Dreieck AOB ist OF Hohe = OF Seitenhalbierende = OF :AZ—B::L—Z5 cm, EF =12—3+ %:14 cm.6.16cm. 7. <D=x= <A=4x=>

=5x=180°=x=36°=<4D=<4C, ¥A=4B=144°.8. AS=ST=TB=6 cm, AD=BC, AS=TB = ADAS = ACBT = DS = CT. Da SD  CT ist, folgt

daraus, dass DCTS ein gleichschenkliges Trapez mit einer Mittellinie von 12 cm ist. 9. Wir konstruieren BE L DC und AF L DC, DF=EC=2 cm,
im rechtwinkligen Dreieck <EBC=30° = BC=2-EC=4cm, U,,,=24cm. 10.a. <C=<D=45° $A=<B=135° bh. Das Dreieck BEC ist

rechtwinklig und gleichschenklig = BE=EC=2 cm = DE=8 cm, DC =10 cm. 11. B+ b =20 cm. Wir konstruieren CE, DF L AB, ACEB ist recht-

winklig, <ECB = 30° = EB=AF=%=§ N 2b+b=20:b=?cm, Bz?cm, v, 100

agcp =5 CM

3
Test: 1.ADNBC= {E}, <A =<4B=45° = ¥AEB=90° = AD L BC. 2.12 cm. 3. <MBC= «MCB = AMCB gleichschenklig = CM=MB (1).
ABMD — Parallelogramm = AD = MB = CB (2). Aus (1) und (2) folgt, dass ABMC gleichseitig ist = «BCM = 60° = <ADC = 60°, also <BAD = 120°.

8. Lektion. Umfange und Flacheninhalte

l.a.56cm’ b.18cm’ c.36cm’ d.16cm’ e.32cm’ f.36cm’  g.80cm’  h.18cm’ i.112cm’  2.F,, :w;
Fl,,, ~MBAAMC) | Flye MC-dAMC) 2 _MC_o g _3m, 3.a.Fl,,=96cm’ U,,=A40cm; b.Fl, =48 cm’
2 Fl,g, 2 MB-d(A;MC) MB Hyp

Hyp-h _ P ToT hyp

c.Fl,,=24cm?* d.Fl,.=48cm?’ e.Fl,,=12cm? f.Fl,,,=72cm’ 4.Fl,=18cm’ Fl,,=18cm’ 5.Fl,= > T 5 =, -
, , AC -d(B; AC) " , .

=25cm” = Hyp=10cm. 6. ¥CBA=45°=>h=4cm = Fl,, ,=32cm’. 7. Fl,,. =———=75¢cm” = Fl,, ., =150 cm®. 8. Es sei DP L AB;
, o , AD , AC-BD X
P e AB; AADP rechtwinklig mit «DPA=90° <DAP=30° = DP:7=6 cm = Fl,,=AB-DP=42cm’ 9.Fl., =T=100 cm®.

d,-15 AA, -AB
10. Fl=484 cm’.11. Fl =—_—==135 cm’=d, = 18 cm.12. Fl,,,, =4 - Fl,,, =44 cm*.13. Fl, , o , = A A - A B, =20 cm’Fl, , , = % =

(AA, +B,B.)-AB
=6cm?, Flyssn, 2% 7724757 7575 _ 10 cm?

_(DC+AB)-d(B;DC) _(12+6) 3

ABCD =
2

Selbstbewertung: 1. Fl,,.=6 cm? 2.a. Fl

ACBD o4 o e Ay

2 ABCD

Einheit 5: Der Kreis
1. Lektion. Der Kreis. Sehnen und Bogen in einem Kreis. Eigenschaften
3 2 5

2.a. ;; b. ;; c. ;; d. % 3.a. NO=0M, PO=00Q, <NOP=<MOQ = ANOP =AMOQ = NP =MQ. b. NP=0P=NO = ANOP gleichseitig =

= <NOP =60°=NP = <NMP = 30°. 4. Dreieck ABC gleichseitig, <BCA = 60° = AB=120°=«BOA. 5. BC =20°, AD=160°. 6. AC = DB=50° =
= AC=DB. AD=CB=130° = AD = CB. 7. Wir konstruieren den Punkt T als Mittelpunkt der Strecke OA. Die Mittelsenkrechte der Strecke OA
schneidet den Kreis in den Punkten B und C. 9. AB=AC = A e der Mittelsenkrechten der Strecke BC, M der Mittelpunkt der Strecke BC = AM

cm? =27 cm? b. Fl,,.= Fl,, ., — Fl,,.=27 cm® =18 cm*=9 cm’.

3.a.U

ABCD=40cm; b. F[ABCD: =1'h=96cm2:>h:9,6 cm.
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ist die Mittelsenkrechte der Strecke BC; BO=0C = O e der Mittelsenkrechten der Strecke BC = O, A, M kollinear. 10. CO =00 und EO = OP
= CEQP Parallelogramm und, da CQ = EP, erhalten wir CEQP — Rechteck (1). AC=CD=DE =EB und AB Durchmesser = %COE = 90° (2). Aus
(1) und (2) = CEPQ Quadrat. 11. Die Halbgerade OD ist die Winkelhalbierende <«AOB = <«AOD =40°= AD XPOQ = PQ 40° = AD= PO 40°
= AD=PQ. 12. OP=0Q (1) AOPB ist gleichschenklig und rechtwinklig = OP=BP =PA (2), AOQC ist gleichschenklig und rechtwinklig =
0Q0=0C=0A (3).Aus (1), (2) und (3) => OP=0Q =AQ = PA, <A =90° = OPAQ Quadrat = Fl,.,=72cm?

APOQ

Test: 1.10 cm oder 2 cm. 3. CD L AB, CD N AB={M}, xMOA= AC =60°, <Aco_——60°:> AACO ist gleichseitig = AC=10cm; CM=5cm.
2. Lektion. Umfangswinkel
1.a.F; b.W; c.F; d.F. 2.a. AOB; b. OBA, OBC; c. BAO, BAC; d.DAB, BCD. 3.a.14; b.15; ¢.19. 4. <ABD=60°, <ABC=90°, <BAC=50°,
<CDA =90°, «CDB=50° <ACB=40°. <CDA=90°, also ist AC Durchmesser, und A, O, C sind kollinear. 5. <CPD=90°, «PCD=55°,
CPB=45°, $DPB=145°, <PBA=10°, <APD=45°. 6. <A="75°, <B=60°, «C=45° 7.a. AB=45°, AC=90°, AD=135°, AE =180°; b. 45°;
c.AD=DG=GB=BE =EH=HC =CF =FA=135°, also AD=DG=GB=BE=EH=HC=CF=FA. 8.a.BD LAC, also ist BD die Mittelsenkrechte
der Sehne AC, also AD=CD. b. BD ist die Mittelsenkrechte der Sehne AC, also AB=CB, also <xBAC = <ACB=AB:2=<ADB. 9. Wenn A ¢5’é,
dann ist AC =180° , also ¥«B=90°, <A=67°, «C=23° Wenn Ae I?C, dann ist AC =88°, also «B=44°, «C=23° <A=113°. 10.a. <AOD=
=<4DOC=<B0OC=180°:3=60° also ACOD ist gleichseitig, und r=CD=4cm. b. <BAC=BC:2=30°. c. MN ist der Durchmesser und MD = MC,
also <CDM= <DCM. Daraus folgt <CDM+ <DCN = <DCM+ $DCN = <MCN=90°. 11. BA'=2-«BAA’, also BA'=2.(90° - «B)=84°. Analog,
CB'=60° AC'=36°, A'B'=2.CB'=120°, B'C'=2-AC'=72°, C'/A'=2.BA'=168°. 12.a.CD || OA und OA L BC, also CD L BC, also ist BD Durch-
messer, und B, O, D sind kollinear. b. ABOC ist ein Rhombus mit <BOC =120°, also <CAD=CD:2=<COD:2=30°. c. OCDE ist ein Rhombus mit
<COD = 60° = <DOE, also <AOE =180°, also sind A, O, E kollinear.
Test: 1. $A0B =120°, ¥ACB e {60°,120°}. 2. $ABD =50°, BCD = 80°, $ADC = 80°. 3. AB=64°, AD=116°, also BD =180°.
3. Lektion. Tangenten eines Kreises

oC 0D

3.a.10cm; b.20cm. 4. Fl,,=1152 cm’ 5.a. AAOM=ABOM (KK), also OA =0B. O—A:E, aus dem Kehrsatz des Lehrsatzes von Tha-

les im Dreieck AOB folgt, dass CD || AB. b. AAOM = ABOM, also <AOM = <BOM =60°. Da OC=0M=0D ist, sind die Dreiecke OCM und
ODM gleichseitig und kongruent, also ist ODMC ein Rhombus. 6. m:240°, also der Winkel MON umfasst den kleinen Bogen m, und
<MON =360° —240° =120°. a. Die Halbgerade OP ist die Winkelhalbierende des Winkels MON, also <POM = <MON : 2 = 60° und aus dem
rechtwinkligen Dreieck POM folgt: <MPO =30° und OP=2-0OM=4cm. b. <MPN=2 - $<MPO =60° und PM=PN, also ist AMNP gleichsei-
tig. 7.a. AB und BC sind Sekanten des Kreises und AC ist Tangente des Kreises. b. Es gibt zwei Losungen. Wenn die Strecken BC und OA
sich nicht schneiden, dann ist OACB ein Rechteck und BC=0A =4 cm. Wenn die Strecken BC und OA sich schneiden, dann ist OBAC ein
Parallelogramm mit dem Mittelpunkt (Zentrum) in Q, und BC=2-BQ=2-/0B* + 0A*: 4 =2\/§cm. 8. C ist der Mittelpunkt des Bogens ATB
also OC 1 AB. Sei d die Tangente in C an den Kreis. Da OC 1L d und OC 1 AB, folgt, dass AB || d. 9. Sei d die Tangente in N an den Kreis. Wir
haben ON L dundd || MP, also ON L MP, also ist N der Mittelpunkt des Bogens MP. Daraus folgt MN =MP:2=42°.10.a. OA = OB und QA =0B,
also ist OQ die Mittelsenkrechte der Strecke AB, also OQ L AB. b. AOBQ = AOAQ (SSS), also <IOBO <0AQ =90°. 11.a. AAPM = ABPM (SWS),
also AM = BM. Wir haben PA = PB und <APB = 60°, also ist AAPB gleichseitig und «<PAB=60°= ASB:2. <AMB = ASB:2=60° und da AM = BM
ist, folgt daraus, dass AABM ist gleichseitig ist. b. Aus den gleichseitigen Dreiecken AMB und APB ergibt sich AM=AB = AP, also ist AMAP
gleichschenklig. c. Die Halbgerade OP ist die Winkelhalbierende von AOB, also <AOS =ASB:2=60° und da OA = 0S, AOAS gleichseitig, also
AS = OA. Daraus folgt, dass BS = 0B = 0A ist, also ist OASB ein Rhombus. 12. l::/\-'=2~<EDF=120°, und AF und AE sind Tangenten an den
Kreis, also «<AFE =<AEF = EF:2=60°. Aus AAEF erhalten wir <BAC = <EAF = 60°. In dhnlicher Weise ergibt sich, dass ¥ABC =20°, also
<ACB =100°. 13. AF und AE sind Tangenten an einen Kreis. Wir bezeichnen AE = AF = x. Analog, BD = BF =y und CD = CE =z. Da AB = AF + FB,
ist, folgt ¢ =x+y. Analog folgt a =y +z und b = x + z. Addiert man die drei Gleichungen, so erhalt man 2p=a+b+c=2(x+y+2), also p=x
+y+z=x+a=y+b=z+c. Daraus folgt, dass x=p—-a, y=p—b und z=p —c. 14.a. CD und AD sind Tangenten an den Kreis, also DC = DA.
Analog folgt EB=EC, also DE=DC+ CE=AD + BE. b. «DOC = <FOC =90° — «FCO = <DCF und <EOC = «GOC =90° — «GCO = <ECG. Da AB
ein Durchmesser ist, folgt daraus, dass *ACB =90°, also <DCF + <ECG = <DCE — ¥ACB =90°, also <DOE = <DOC + <EOC = <DCF + <ECG =
90°. c. Die Halbgerade DO ist Winkelhalbierende im gleichschenkligen Dreieck ADC mit der Grundlinie AC, also DO || AC, folglich «CFO =90°.
Da <FCG = 4<FOG =90° ist, ist das Viereck OFCG ein Rechteck. 15. 0,A, L A/A, und O,A, L A/A,, also OA, || O,A,. Daraus folgt analog, dass
B, |l 0,B,. Da die Gerade, die die Mittelpunkte der Kreise enthélt, durch das Innere von jedem Winkel geht, folgt, dass <A,0,B, = <A,0,B,.
Also A.C,B, =<A0,B, =<A 0,B, =AB, und AC,B, + AC,B, =AC,B, +AB, =360°.
Test: 1.16 cm. 2. 36°. 3. 2v/2cm,
4. Lektion. Regelmafiige Vielecke, die dem Kreis einbeschrieben sind
2.a.140°; b. 144°; c. 150°; d. 156°; e. 162°. 3.a. 40°; b. 30°; c. 20°; d. 15°; e. 12°. 4.a. 36; b. 18; c. 48; d. 40. 5. Jeder Winkel betragt 20°.
6. Als Aufsenwinkel des Vielecks haben die Winkel PBC und PCB die Mafse (180 - k)°, wobei k° das Maf3 eines Winkels des Vielecks ist. Dann
ist $BPC =180° — (£PBC + <PCB) = (2k — 180)°. a. 36°; b. 90°; c. 108°. 7.a. 36 cm; b. BCE =BC + CD + DE = 60° + 60° + 60° =180, also ist BE
der Durchmesser, und analog dazu ist CF der Durchmesser. Die Diagonalen des Vierecks BCEF sind kongruent und halbieren sich, also ist BCEF
ein Rechteck. c. <ACD =90°, ¥ACE = 60°, +ACF=30°. 8.Da AB=BC =CA=120° und MP=PQ=0M =120°, ergibt sich AP =MP — AM =60°,
BP = AB— AP =60° usw. Wir erhalten MA=AP =PB=BQ=0C =CM=60°, also MA=AP=PB=BQ=QC=CM. Das Sechseck MAPBBQC ist also
einem Kreis einbeschrieben (aus der Voraussetzung), hat alle Seiten kongruent, also ist es ein regelmaRiges Sechseck. 9.
m:mfﬂ/l:%%%":%, BN =AB— AN =90° - 45° =45, Wir gehen wie bei der vorherigen Aufgabe vor. 10. Wir bezeichnen AB=3q,
also MN=PQ=RS=a. Da AR=AQ=a und ¥RAQ=60° ist, ist das Dreieck AQR gleichseitig, also QR=a, <QRS=180° — <ARQ =120° und
<PQOR=180° — <AQR =120°. Analog dazu sind die Dreiecke CNP und BMS gleichseitig; wir leiten ab, dass NP=MS=a und <QPN = <PNM =«
NMS = <MSR =120°. Das Sechseck MNPQRS hat also alle Seiten kongruent und alle Winkel kongruent, es ist also regelmafiig. 11. Seien MAB,



NBC, PCD, QDE, REF und SFA gleichseitige Dreiecke, die auf den Seiten des regelmafdigen Sechsecks ABCDEF konstruiert sind. Da <SAF + <FA
B+ <BAM + <SAM = 360°, folgt daraus, dass ¥«SAM = 120°ist; analog dazu ist ¥MBN = <NCP = <PDQ = <QER = <RFS =120°. Wir leiten daraus
ab, dass die Dreiecke SAM, MBN, NCP, PDQ, QER und RFS kongruent (SWS) sind, also SM=MN = NP =PQ = QR =RS (1). Die Dreiecke SAM und
MBN sind gleichschenklig; wir erhalten <AMS = ¥BMN = 30°, also <SMN = <AMS + ¥AMB + <BMN =120°. In ahnlicher Weise wird gezeigt, dass
die anderen flinf Winkel des Sechsecks MNPQRS das Mafs 120° haben (2). Aus (1) und (2) folgt, dass MNPQRS ein regelmafdiges Sechseck ist.
Test: 1. Man konstruiert die Mittelpunkte E, F, G, H der Bogen ZE B/E EE) DA. AEBFCGDH ist ein regelmafiiges Achteck.

5. Lektion. Lange des Kreises und Flacheninhalt des Diskus

1.a.24ncm; b.7ncm; c.17ncm. 2.a.7cm; b.36cm; c. %cm 3.a. 2?ncm 2?ncm2 b. %cm 9?ﬂcm c. %cm, 4T%cmz;
d. 12ﬂ m, 124111 cm’. 4.a.90° b.126° ¢.10°. 5. 28xcm? 6.28 cm. 7. 81xcm? 8. Der Abstand d zwischen zwei benachbarten Bau-

men betragt ein Achtel der Lange des Kreises, also d = 278" =1,25-1 Meter. Da 3,14 <n < 3,15, leiten wir ab, dass d>1,25 - 3,14 Meter =
3,925 Meter > 3,9 Meter, bzw. d < 1,25 - 3,15 Meter = 3,9375 Meter < 4 Meter. 9.a. 2; b. 4. 10.a. U, =16n cm, Fl,=16ncm? b. U,=16m cm,

36ncem?, L_=4rxcm, Fl_._=12ncm’.

Diskus — » S Sektor

Fl,=32rncm’. 11.50(r-2)cm’. 12.8(4-n)cm’ 13.18(r—2)cm’ 14.L, . =12rncm, Fl

15. Die drei Pizzasorten haben die Form eines Diskus mit dem Radius 12 cm, 16 cm bzw. 20 cm. Die optimale Pizza ist die mit dem nie-
40 64

Kreis

8 , sollte Tudor eine mittlere Pizza (32 cm Durchmesser) kaufen. 16. Der Reifen hat den

drigsten Preis pro cm® Da >

Radius R=31,6 cm=0,316 m. PuTrE1kt Aoberuhrt den Boden. Bei jeder weiteren Beriihrung vergrofsert sich die zurlickgelegte Strecke um die
Lange eines Kreises mit dem Radius R. Wenn also der Punkt A zum n-ten Mal den Boden berihrt, betragt die vom Auto zuriickgelegte Stre-
cke d=(2n-1)nR Meter. Man beachte, dass nR < 3,150,316 =0,9954 <1. a. Wenn n=1000, dann d =19997tR m <1999 m <2000 m =
=2 km, also ist die Aussage falsch. b. Fir n =50 000 betragt die zurlickgelegte Strecke d =99999nR < 100000 - 3,15 - 0,316 =99540 m <
<100 km. Um 100 Kilometer zuriickzulegen, muss Punkt A also mehr als 50 000 Mal den Boden berihren.

Selbstbewertung: 1. 8ncm, 16w cm?, %cm .2.6mcm’. 3.225(4 - ) cm?.

Einheit 6: Ahnlichkeit der Dreiecke

1. Lektion. Proportionale Strecken. Lehrsatz der aquidistanten Parallelen

1.a.2; b.0,5; c.1; d. 3. 2.a. 4; b. 0,25; ¢. 1,25; d. 1,(6). 3.a.1,5; b. 1,6; c. 1; d. 2,1. 4.a. 2; b. 1; c. = d25a1b1 %d2e2
6.a.7;b.7;c.7;d.f § .7.AB=6cm,BC=18cm.8.AB=9cm,AC=12cm,BC=18cm. 9.a. ﬁf@ ; b. Nein. 10.a. B,B,=5cm,
4 4 3 3’773 BC DE

B,B,=15cm, B,B,=10cm, B,B, =15 cm. 11. Aus dem Lehrsatz der aquidistanten Parallelen folgt, dass BP = PQ = QC ist, also ist SQ die Mit-

tellinie in ACPR und PR=2SQ =4 cm. Da MR die Mittellinie in AANS ist, haben wir NS=2MR =2 cm. Wir erhalten MP=MR+RP=5cm und
NQ =NS + SQ =4 cm. Da MP und NQ Mittellinien in den Trapezen ABQN bzw. CDMP sind, ist AB=2MP — NQ =6 cm und CD =2NQ — MP=3 cm.
12.a. Aus dem Lehrsatz der dquidistanten Parallelen folgt, dass BQ = QR = RS = SC, also ist R der Mittelpunkt der Strecke SQ. b. MQ ist die Mit-
tellinie im Trapez ABRN, also AB + NR =2MQ =28 cm, und PS ist die Mittellinie des Trapezes CDNR, also CD + NR = 2PS =20 cm. Wir erhalten

AB-CD=8cmund EF =NF - NE:%—CTD:A cm.

Test: 1.a.3;b.0,(3);c.1,(3).2.AB=8cm,BC=10cm. 3.33 cm.

2. Lektion. Lehrsatz des Thales

1.AC=9cm, DB=8cm, AB=12cm. 2.a.DB=4cm, AE=4cm, EC=8cm; b.AB=7cm, EC=8cm, AC=14cm; c. AD=3cm, AE=4cm,
EC=8cm. 3.a.AB=14cm, FC=5,3)cm, BC=9,(3)cm; b.BC=20cm, BE=7,5cm, AB=12,5cm; c. AE=8cm, FC=4cm, BC=12cm.

4.AC=12cm, MC=16cm. 5.NB=5cm, AC753Ocm, Mcf%cm 6.AE=8cm, EB=4cm, AF=12cm, FC=6cm. 7.NC=30cm,

AC=50cm. 8.a.Nein; b.Ja; c.Ja; d.Nein. 9. AF=6cm, FD=18cm. 10a7 b.BP=12cm, PC=16cm. 12.A0=9cm, OC=15cm.

13. Durch Anwendung des Lehrsatzes von Thales im Dreieck ADB ergibt sich A—g % Im Dreieck DAB ergibt sich dann, wiederum nach dem

Lehrsatz von Thales, dass% % Setzt man die beiden Beziehungen zusammen, erhalt man die erforderliche Gleichheit. 14. 15 m. 15. Man

wendet den Kehrsatz des Lehrsatzes von Thales an.

Test: 1. AD=7,5cm,DB=4,5cm,AC=16 cm. 2. BO=10cm, DO =15 cm. 3. Siehe Aufgabe 13.
3. Lektion. Ahnliche Dreiecke. Hauptsatz der Ahnlichkeit

1. xC=<«F=85° <E=50° «D=45° 2.x=6, y=4. 3.MN=2cm, NP=3cm. 4.U,, =84cm. 5.DE=20cm, <D=64°.
6.a.AD=5cm, AE=7cm, EC=14cm, DE=6cm; b.AD=16cm, DB=4cm, AE=24cm, EC=6cm; c.AD=12cm, DB=4cm, EC=6 cm,
DE=15cm.7.AD=8cm,DB=12cm, EC=6 cm, AC=10 cm, DE = 6 cm. 8. Gleichseitig. 9. 81 cm. 10.a. Dina: 125 m, Eliza: 500 m; b. 75 m.
Selbstbewertung: 1. DE=40cm, <E=52° 2.EC=3cm, DB=2cm, AB=8cm, BC=16cm. 3.A0=14cm, OC=4cm, BO=21cm,
OD=6cm.

4. Lektion. Ahnlichkeitskriterien der Dreiecke. Schitzen von Entfernungen im Alltag mithilfe der Ahnlichkeit
1.a.Ja (WW); b.Nein; c.Ja (SWS); d.Ja (SSS). 2.a.Ja (WW); b.Nein; c.Ja (SWS); d.Ja (SSS). 3.a.MN=12cm, NP=18cm; b.%

c. Direkte Berechnung. 4. ¥BAC = <DBC =36°, ¥ACB=<DCB="72°.5. <A=<4D=64° «C=<F=58°. 6. Fall WW 7.a. %:# und <A = <D;

=28cm, U

MNP

b. Fl,, =24 dr?, Fl,, =216 dm? c. fasc _1_ [3} 8.80=3-NO = BN=2-NO = 2M_ % = MN || AB. Aber AB||DC = MN || DC =

9 MO
= AOMN ~ AOCD. 9. <ABD = «CAD und <BAD = <ACD. 10. 0C=4,5cm, AO=13,5cm, CD=8cm. 11.a. MP || AB = 2—5:% Aus MN || AC =

F[DE F
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BM_ % Aus den beiden Beziehungen folgt die geforderte Gleichheit. b. Aus a ergibt sich AP _ ﬂ E AN _ BN M ﬁ—CI. 12.a. Aus
BC AB’ AC AB  AC AB AB AB AB

%7% ergibt sich, dass DE || BC (Kehrsatz des Lehrsatzes von Thales). Daraus folgt nach dem Haupsatz der Ahnlichkeit, dass AAED ~ AABC;
b. DE || BC = <ADE = <ACB (Stufenwinkel). 13.a. <ABP = «<PCQ (innere Wechselwinkel) und <APB = «CPQ (Scheitelwinkel); b. <DCP = <RBP
(innere Wechselwinkel) und «DPC = «RPB (Scheitelwinkel); 14. AMBN ~ ADCN (WW) = %:% = % % Man erhalt BN=6 mund NC=12 m.

Daraus folgt, dass die Dreiecke MBN und DCN gleichschenklig und rechtwinklig sind. Man erhalt <MND = 90°.

Einheit 7: Metrische Beziehungen im rechtwinkligen Dreieck
1. Lektion. Orthogonale Projektionen auf einer Geraden. Der Héhensatz
AM _PC_AN _, MN'_1 AC
MN'" PN CN' " MC 3 MP
e.100dm? f.BD=7cm, DC=28 cm, AD =14 cm. 7. Man verwendet den Kehrwert des Hohensatzes. 8. 1242 cm. 9.12 cm. 10. 10 cm.
DC-AB

3.a. W;b. W;c. F;d. W;e. F;f. W. 4.

=2.5.b.14cmund21 cm.6.a.10cm;b. 18 cm;c. 4 cm;d. 4,8 cm;

11.AM=9cm, U,,,=52cm. 12. Es sei AN L DC, N € DC. Da ABCD ein gleichschenkliges Trapez ist, folgt, dass DN =MC =
b. BM =2+/3 cm. 13. Mithilfe des Héhensatzes ist PC = 9 cm, also DC = 25 cm.

Test: 2.15cm.3.BD=4cm,DC=16 cm, AD=8cm.

2. Lektion. Der Kathetensatz

1.a. AB=15; b. EG=20; c. MP=60; d. XZ=16\/§. 2.a.8cm; b.2cm und 6 cm; c. 2\/5 cm; d. 4\/§ cm. 3.a.27 cm; b. 2cm; c. AB=30cm,

=2cm.

AC=304/3 cm; d.BC=24cm, AC=12v3 cm; e.BD=8cm, DC=28cm, AB=122 cm, AC=127 cm. 4.125 cm. 5.72/5+120 mm.

6. % 7.16(+2 +1) cm.

Test: 1. BC=24cm, AB=12/3 cm. 2.a. 3 cmund 9 cm; b. AB = 6 cm, AC =6+/3 cm. 3. 20413 +52 cm.

3. Lektion Der Lehrsatz des Pythagoras

1.a.5; b.10; c.15. 2.a.12; b.10; c.7. 3.a.4/10 cm; b.12cm; c.20cm. 4.a.6v2 cm; b.8v2 cm; c. 1542 cm; d.20v2 cm.
5.a.442cm; b.9v2cm; c.12V2cm; d.25V2cm. 6.a.+3cm; b.5V3cm; c.9v3cm; d.16v3cm. 7.42cm. 8.BD=40cm,
Fl,,., =600 cm? 9.a.7 cm; b. 15 cm. 10. MP=NQ =4+/5 cm. 41.a. 10 cm; b. 25 cm”. 12.a. 6 cm; b. 24/13 cm. 13. BC=6 cm, AB=6+/3 cm.
14.a. AB=5cm, Fl,,,=25cm? b. U, =5(2++/2) cm. 15. AC=BD =85 cm. 16.h=9 cm, Flyge =27\/3 cm?. 17.a.Ja, ¥A=90°. b. Nein.
c.Ja, ¥B=90°.d. Ja, ¥C=90°. e. Nein. 18. U,,.,= 24 cm. 19. U, ., = 44 cm. 20. AB=9 cm. 21. 4 cm. 22.a. 9 cm; b. 108 cm’.

Test: 1.10 cm. 2.a. rechtwinklig, <A = 90°; b. 242 cm. 3. 54 cm2.
4. Lektion. Elemente der Trigonometrie im rechtwinkligen Dreieck

1.a.5cm; b.sinB—é, cosB—f, th—é, cth:ﬂ; c. sinC:é, cosC—f, th—f, cth:ﬁ. 2.a.sinB:£, sinC:é, th:i th:E;
5 5 3 5 4 5 5 4

b.sinC:g, cosc—g, th—% cth:é; c.cosB:%, cth:i, cth:%. 3.a.AC=4cm, BC=8cm; b.2y3cm. 4.a.AB=9cm,
AC =37 cm; b. cosC= \f tgcfi ctgcf£ 5.a. AC=5cm, BC=13 cm; b. smei gB:i cthfl—2 6.a.36 cm; b. smcff
4 3 13’ 12 5 5

3 4 3 45 1
cosC==,tgC=—, ctgC=".7.a.4cm’ b. —cm 8.24(\3+1) cm. 9.a. AD=6 cm, Fl,,.=18 cm’; b. 6(+/5 +1) cm; c. cosB—— =
5 3 4 J5 \/— 2
10.U,,.=24cm, Fl,=24cm’ 1l.a.AC=15cm, AB=11,25cm, BC=18,75cm; b.sinB+cosB=1,4. 12.a. AD:8\/§ cm, BC=8cm;
J10

b. U,pep =16(\3+1) cm, Fl,,, =643 cm? c. sin({BAC):%. 13.b. Fl,,,=384cm’, U,,=80cm; c.19,2cm. 14.a.48cm? c.T—.

ABCD ABCD ’ ’ * ’ N
10

15.a.14+/3 + 6 cm; b. AC =221 cm, BD=12cm. 16.a.Fl,, =x(x+2) m’* b.x=4; c. BE=BC: 2, also ist der Winkel DB 90 Grad, also

2252>\/§ s c. 223@ .

ABCD

erstreckt sich das Rohr von D nach B. d(D, BC)=BD =4+/2 m, dann folgt die Anforderung der Aufgabe. 17.b. Fl,zc =
Test: 1. AC=20cm, sinB=g, cosC =g, th:%, cth:%. 2.a.24 cm; b. 4,8 cm. 3.a. 120 cm; b. AC = BD =24+/3 cm.

5. Lektion. Losen des rechtwinkligen Dreiecks. Berechnung von Elementen in regelmafiigen Vielecken.
Schatzen der Entfernungen in praktischen Situationen mithilfe der metrischen Beziehungen

1. AB=2/3cm, BC=4v3cm, <C=30° 2.AB=4cm, AC=43cm, <B=60° 3.BC=12v2cm, <B=<C=45° 4.a.AC=16cm,

sinB:g, sinC:g; b.BC=20cm, sinB:g, sinC:&; c.AB=6cm, ¥«B=30° <C=60° d. AB=AC=42 cm, <C=45° 5.AB=20cm,
BC=25cm, sinB:%, sinC—5 6. AB=2y13 cm, AC=3v13 cm, smB—% sinC 2f . 7.a. AB=8y3 cm, AC=8cm, BC=16cm,

<C=60° b AB=4\/§ cm, AC=12cm, BC:8\/§, <B=60°. 8.a.242 cm; b.a,=1cm, R=2cm. 9.a. 2\/5 cm; b.U,=12cm,
Fl, =43 cm’; c. a, 2\/—cm, Rficm. 10.a. 24+/3 cm; b.Lé=72~\/§cm, F[3=432J§cm2} c.h,=36cm, R=24cm. 11.R=6.cm,

a,=3/3cm. 13.a.q, :\/5 cm, R:2\/§ cm, Fl,=9v3cm% b.[,=45cm, a,=2,25cm, R:%. 14.243 cm?. 15.a. 343 cm?;
b. 24/3 cm; c. Flyo,=4ncm?®>12,56 cm?; Fl g 0 =6+/3 cm? <10,44 cm?. 16.a. 30 m; b. 864 m?; c. 533_3.

Selbstbewertung: 1. AB =64/3 cm, AC=6 cm, <C = 60°. 2. AB=4+13 cm, AC =613 cm, BC=26 cm, sinB = ,sinC=—"-"=.

13

313 . . 2413
13

3.a. U, =482 cm, FI, = 288 cm?; b. FI, =108+/3 cm?











